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PREFAZIONE 


Neir  intento  di  pubblicare  un  Corso  di  Analisi  Alge- 
brica ad  uso  degli  Studenti  delle  nostre  Università,  comin- 
ciamo dal  presentarne  una  prima  parte,  che  abbiamo  intitolata  : 
Teorie  Introduttorie,  perchè  in  essa  si  trovano  raccolte  quelle 
diverse  speciali  teorie  che,  partendo  dai  primi  elementi,  forni- 
scono di  mano  in  mano  allo  studioso  i  principali  strumenti  del 
calcolo  algebrico,  dei  quali  dovrà  in  seguito  avvalersi  conti- 
nuamente. 

Nel  dare  alle  diverse  teorie  la  disposigliene  da  noi  adottata 
abbiamo  avuto  specialmente  in  mira  di  coordinare  il  tutto  a  quel- 
Funità  scientifica  che  nella  pratica  non  sembra  forse  si  facile  a 
conseguirsi,  vuoi  per  ragioni  di  ordine  didattico,  vuoi  per  una 
certa  disparità  degli  argomenti  da  trattarsi. 

Pertanto  abbiamo  dedicato  i  due  primi  capitoli  alla  teoria 
delle  Operazioni  con  numeri  reali  e  complessi,  comprendendo 
sotto  questo  titolo  7wn  solamente  le  opera:(ioni  finite,  ma  anche  i 
fondamenti  delle  operazioni  cosi  dette  infinite  ;  le  quali  del  resto 
si  connettono  direttamente  alle  prime  mediante  il  coficetto  di  li- 
mite di  cui  esse  possono  considerarsi  come  lo  sviluppo  completo, 
mentre  che  d*  altra  parte  questo  concetto  si  affaccia  allo  spirito 
fin  dai  primi  passi  nella  teoria  delle  operazioni,  appenachè  si 
presenta  la  necessità  di  considerare  numeri  irrazionali. 

A  tale  riguardo  però  dobbiamo  qui  avvertire  che  si  è  da  noi 
preferito  di  svolgere  Finterà  teoria  dei  numeri  irrazionali  senza 
ricorrere  esplicitamente  al  concetto  di  limite,  cioè  definendo  i  nu- 
meri irrazionali  come  elementi  di  separazione  di  due  classi  di 
numeri  razionali  secondo  un  concetto  già  sviluppato  ed  accolto 
con  favore  da  illustri  matematici  (').  Invero  ci  è  sembrato  che 


C)  Cfr.  P'EDRKiSD  :  Stetigkeit  und  irrationale  ZahUn.  BrniiBchwerz,  1872 
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la  trattazione  basata  su  un  cosi  fatto  modo  di  definìi^ione  per- 
inetta  di  accoppiare  alt  assoluto  rigore  scientifico  una  notevole 
facilità  ed  evidenza  delle  dimostrazioni. 

Inoltre,  sotto  il  titolo  di  Operazioni  combinatorie  abbiamo 
esposto  gli  elementi  della  teoria  delle  sostituzioni,  sviluppando  in 
ispecial  modo  le  dimostrazioni  di  quei  teoremi  che  si  rivelano  poi 
di  tanta  importanza  per  la  teoria  degli  irrazionali  algebrici,  in 
ispecie  per  la  questione  della  risolubilità  delle  equazioni  algebri- 
che per  mezzo  di  radicali. 

Il  resto  del  libro  è  dedicato  alla  Teoria  dei  determinanti, 
alla  Risoluzione  dei  sistemi  di  equazioni  di  primo  grado,  ed  alle 
Proprietà  fondamentali  delle  funzioni  razionali  di  una  o  più  va- 
riabili, in  ispecie  alla  teoria  della  Divisibilità  delle  funzioni  intere 
di  una  o  più  variabili. 

Finalmente  crediamo  utile  di  far  notare  che,  nel  riunire 
in  un  sol  corpo  le  sopradette  teorie,  che  spesso  devono  dallo  stu- 
dioso 7ion  senza  incomodo  e  psrdita  di  tempo  attingersi  da  opere 
diverse,  abbiamo  procurato  che  i  vari  capitoli  si  conservassero, 
per  quanto  era  possibile,  gli  uni  dagli  altri  abbastanza  indipen- 
denti, affinchè  si  possa  senza  inconveniente  seguirne  lo  svolgi- 
mento anche  in  altro  ordine  da  quello  da  noi  proposto,  a  seconda 
che  per  ragioni  di  consuetudine  o  per  diversità  di  metodo  possa . 
pf?r  avventura  sembrare  più  opportuno. 

Nella  fiducia  che  il  presente  volume  non  sia  per  riuscire 
inutile  agli  studiosi  ed  ai  discenti,  osiamo  sperare  che  esso  verrà 
accolto  con  quella  indulgenza  e  con  quel  favore  che  tanto  ci  sono 
necessari  per  accrescerci  animo  a  proseguire  nelt opera  inco- 
minciata. 


Padova-Palermo,  Mamio  Ì88G. 
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Erpata-corpige  (*) 


In  alcuno  pagine,  specialmente  nello  prime,  non  rieBoirono  impressi  gli  apici  in 
aleane  lettere  lo  quali  devono  contenerli,  come,  p.  cs.,  a  pag.  10  penultima  riga,  dove 
invece  di  (J,  A)  deve  leggersi  (il,  A').  Il  lettore  vedrà  facilmente  dove  dcbbansi  aggiun- 
gere gli  apici  mancanti. 

Pag.    3,  ultima  riga,...  Se  un  tal  numero  <i,  -  leggi:  So  un  tal  numero  e. 
»      11,  verso  la  fine,  sopprimere  la  parola  Parimenti, 

9  43,  nell'ultima  definizione,...  potenza  n^°  -  leggi  :  potenza  m**'. 

»  78,  4*  riga,...  S^  -  leggi:  A^  • 

»  86,  antipenultima  riga, . . .  numero  razionale  -  leggi  :  numero  irrazionalo. 

>  109,  nella  B^^>  -  leggi:  i**""^  invece  di  fc"""' . 

>  110,  nella  prima  eguaglianza,  leggi  %  .  ^  invoco  di  %_p 

,    12D,-antipeuultima  riga, p^^^  -pp-hl  "  ^^^«^''  ""^p-hl  "•Pp-h2- 

>  164,  cos  (-JT  rt  ffl)  n::  dz  ^^^  9  "  leggi:  cos  (TT  H-  9)  ^  —  cos  m. 
»    191,4*  riga,...  »„^p^i  -  leggi:  u^^^^y 

>  2?8,  penultima  eguaglianza  S*"^*  =5*-  leggi:  5*"*"*  =  flA. 


(*)  Indicheremo  ioltanto  le  eviste  di  atampa  piti  importanti. 


CAPITOLO  PRIMO 


OPERAZIONI  CON  NUMERI  REALI 


O.  Owkierl  e  A.  Capelli  -  AnaìiH  algebrica. 


5  1.  —  Numeri  razionali. 


i.  il  campo  dell'  arihnetica  ordinaria  è  costituito  dai  nv- 
"iìieìH  interi  e  frazionari^  cioè  dallo  zerOy  AdìXunità^  dalle  sue 
parti  aliquote 

L     L     L 

2  '       3  '       4  '  " 

e  da  tutti  quei  numeri  che  si  possono  ottenere  sommando  un 
numero  finito  di  unità  e  di  parti  aliquote  dell'unità. 

Se  rt  e  &  sono  due  numeri  quali  si  vogliano  appartenenti 
a  questo  campo,  esiste  sempre  un  terzo  numero  e  appartenente 
allo  stesso  campo  ed  uno  solo  tale  da  avere 

Cioè:  V addizione  è  un'operazione  sempre  possibile^  e  dà 
un  determinato  ed  unico  risultato.  Per  essa  vale  la  legge  coìh- 
mtitafiva  espressa  da  eguaglianze  analoghe  alle 

a  -f  b=:b'j-  «, 

a-hb-h  c  =  a-\'C'\-b  =  C'ha-hb  =  ''  ; 

e  vale  pure  la  legge  associativa  espressa  dalle  eguaglianze 

{a  +  b)  -^  c  =  a  +  {b  -^  e)  =  a  -^  b  -\-  e. 

2.  Dopo  r  addizione  V  operazione  più  semplice  è  la  sottra- 
zione che  ne  è  1*  operazione  inversa.  Ed  invero,  sottrarre  un 
numero  b  da  un  numero  a  significa  cercare  un  numero  e 
che  sommato  con  b  riproduca  a.  Se  un  tal  numero  a  si  può 


I  -  S  1,  art.  2-3 


trovare,  esso  chiamasi  il  resto  o  la  diffo-enza  dì  a  e  6,  si  in- 
dica con 


e  SI  scrive 

a  —  b  =  c. 

Ma  nel  campo  dell'aritmetica  un  tal  numero  e  esiste  solo 
quando  a  è  maggiore  od  eguale  a  A,  ccsicchè  l'operazione  della 
scttrazione  non  è  sempre  possibile  nel  campo  dei  numeri  sopra 
definito. 

3.  11  primo  passaggio  dall'  aritmetica  all'  algebra  è  appunto 
segnato  dalla  necessità  di  togliere  un  tale  inconveniente.  A  ciò 
si  riesce  coli'  allargare  opportunamente  il  campo  dei  numeri, 
aggiungendo  ai  numeri  finora  considerati,  che  si  dicono  posi- 
tivi, i  cosi  detti  numeri  negativi. 

Affinchè  sia  possibile  di  sottrarre  dallo  0  un  numero  qua- 
lunque a  è  necessario  introdurre  un  nuovo  numero  il  quale 
sommato  con  a  dia,  per  convenzione,  lo  0.  Un  tal  numero  si 
dice  negativo  e  si  indica  con  — a,  co^cchè  sì  ha  per  defini- 
zione : 

(I)  a+(— o)=0. 

I  due  numeri  n  e  —  a  si  dicono  contrari  l'uno  dell'altre. 
Il  numero  positivo  a  si  chiama  anche  il  valore  assoluto  dei 
due  numa"i  a  e  —  a. 

n^  n,.«t3  ,<^f;r,;,i«n»  »  ^^ii^  "'-"•ussita  di  conservare  va- 
livi e  negativi  le  stesse 
numeri  positivi,  viene 
per  somma  di  più  nu- 


I  -  S  I,  art.  3  5 

si  deduce  sommando: 

(a 4- &  4- e +  ..)+((—«;  +  (—&)  +  (— e) +  .-)  =  0, 
onde  per  la  definizione  (i)  : 

(2)        (_  a)  +  (—  6)  +  (—  e)  = ..  =  —  (a  -h  &  +  e  -h  ••  )  5 

e  questa  eguaglianza  dà  il  significato  della  somma  di  più  nu- 
meri negativi. 

Di  qui  segue  che  la  somma  di  più  numeri  positivi  e  ne- 
gativi si  riduce  a  quella  di  un  sol  numero  positivo  e  di  un  sol 
numero  negativo. 

Per  vedere  ora  qual  è  il  significato  da  attribuirsi  alla 
somma 

a-f  (~&\ 
suppongasi,  p.  es.,  che  b  sia  maggiore  di  a,  sicché  si  possa  porre 

b  =  a  +  a' 

m 

dove  a  è  un  numero  positivo. 
Per  la  (2)  si  ha 

—  6=(— a)  +  (-.<  , 
quindi  : 

«  +  (— ^)  =a  +  [^a)'h  i—a') , 

onde  per  la'  (i)  : 

a4-(— &)=  —  «'. 

Ed  ora  si  riconosce  che,  comunque  si  applichino  al  nuovo 
campo  di  numeri  le  regole  dell*  addizione,  la  somma  di  più 
numeri  avrà  sempre  un  determinato  ed  unico  significato;  sic- 
ché queste  medesime  regole  potranno  estendersi  senz'altro  al 
nuovo  campo. 


I  -  5  «,  art  4.5. 


cblema  ddla  scttrazicne  è  reso  era  sempre  possibile, 
lalunque  sieno  i  numeri  positivi  «i  e  &,  si  ha  ; 


il  risultato  della  scttrazicne  di  />  da  a  è  espresso  in 
dal  numero 

jmerì  positivi  e  negativi  fin  qui  ccnsiderati  si  diccno 
ivamente  numeri  razionali.  In  base  a  ciò  si  potrà  in- 
'ora  innanzi  cella  parola  numero  sia  un  numero  posi- 
iin  numero  negativ'o,  e  sì  g;li  uni  che  gli  altri  potranno 
i  con  lettere  o,  ft,  e. . .  A  tale  oggetto  si  conviene  che 
"ima  un  numero  1  positivo  e  negativo)  di  specie  con- 
m  ma  dello  stesso  valore  assoluto;  e  +  m  esprima  lo 
mero  in.  Di  qui  le  eguaglianze  : 

+  (+m;  =  +  m,        +(— wi)=  — )«, 
—  ;+  ni  =--m,       —  (—  m]  =  +  m, 

e  sia  il  numero  m. 

ti,  per  le  convenzioni  stabilite,  —  (+  ntì  esprime  il 
;ontrario  a  +  m,  cioè  il  numero  contrario  ad  jh,  che  è 
pari,  — ( — m),  dovendo  esprimere  il  numero  con- 
-)/(,  indicherà  il  numero  +m;  e  cosi  via. 
idi,  in  generale,  indicando  con  e  ed  a'  i  segni  +  0  —  ; 

t  (tm)  =  e.' (tm). 

]uesta  composizione  di  segni  consiste  la  cosi  detta 
'I  segni,  chiamata  anche  regola  di  ìnolliplicazione 
,  per  una  ragione  che  sarà  esposta  in  seguito, 
le  si  conviene,  per  maggior  semplicità,  di  designare 
1  di  più  numeri  .1^  o,  ±  d,  =t  e , . .  colla  scrittura 


I  -  S  I5  art.  Ò-7.  7 

invece  della  scrittura 

{  L-a)  +  (--»:&)-h(±c)4-- 

che  esprimerebbe  rigorosamente  il  concetto  di  somma. 

6.  Bisogna  ora  stabilire  i  concetti  di  moltiplicazione  e  divi- 
sione pel  nuovo  campo  di  numeri  positivi  e  negativi. 

È  noto  che  ogni  numero  positivo  (intero  ©fratto)  si  può 
ottenere  prendendo  un  certo  numero  tti  di  volte  una  stessa 
parte  aliquota  n*«  di  1 . 

Quindi  l'espressione  più  generale  di  un  numero  razionale  è 


~  n  ' 

con  ra  ed  n  interi  e  positivi. 

E   ogni   numero  -*i  —  ammette  una  parte  aliquota  r«« 
espressa  da 

rn  ' 
poiché  la  somma  di  r  addendi  eguali  a 


rn 

VI 


è  appunto  =t: 

7.  Ciò  premesso  : 

Moltiplicare  un  numero  a  (fnolifplicando)  per  un  nu- 
ruero  a'  (violtfplicaiore),  significa  operare  su  a  pt^ecisamente 
corsie  si  opera  su  1  per  averle  a'. 

Il  risultato  dicesi  prodotto  di  a  per  a',  e  si  designa  con 
una  delle  scritture 

a'Xa,      a\a ,      a  a , 
ove  il  primo  fattore  si  distingue  anche  col  nome  di  coefficiente. 


.^ 


I  -  S  Ir  art.  H. 


applichi  ora  la  delìnizicne  a  due  numeri  a  ed  a'  espressi 
3  più  generale  da 


d  e'  indicano  i  segni  ■\-  o  —.  Per  ottenere  «'  da  1  si 

■are  cosi: 

."  prendere  la  «'■■  parte  aliquota  di  I  ; 

,"  sommare  ìh'  di  queste  parti  ; 

."  premettere  al  risultamento  il  segno  e'. 

ique,  per  moltiplicare  a  per  a'  converrà  : 

."  prendere  la  «'■"  parte  aliquota  di  a,  che  è 


nn 
°  sommare  vi'  di  queste  parti,  con  che  si  ottiene 


,"  premettere  a  questo  numero  il  segno  ='. 
ha  dunque  : 


\     nn  / 


ente  si  troverebbe 


/  ,  mm'\ 

egni  dell'  art 
ri  positivi  ne 

\    n-n  J         \      nn  ) 


per  la  regola  dei  segni  dell'  art.  5  e  per  la  proprietà 
irodctto  di  due  interi  positivi  non  cambia  invertendo  i 
,  ha; 


I  -  §  I,  art.  8-9.  9 

quindi  : 

a  a  =  CLd\ 
cioè  : 

//  prodotto  dì  due  numen  razionali  è  indfpefidente  dal- 
l'ordine  di  7/ioltiplicazione. 

Da  ciò  emerge  che,  ove  si  convenga  di  chiamare  regola 
di  moltiplicazione  dei  segni  la  regola  di  composizione  del- 
l'art.  5,  si  può  dire  che  : 

//  prodotto  di  due  nuinem  razimiali  ha  per  valore  asso- 
luto  il  pì'Odotto  dei  loì*o  raion  assoluti  e  per  segno  il  prò- 
dotto  dei  loro  segni. 

Di  qui  si  vede  facilmente  che: 

Affinchè  un  prodotto  sia  nullo,  dev^essere  nullo  almeno 
uno  dei  fattori. 

9.  Dalla  definizione  di  prodotto  segue  inoltre  la  regola  di 
moltiplicazione  dei  polinomi  espressa  dalla  formola  : 

(a  4-  &  +  e?  -f  ••  )  («'  +  &'  -f  C  -f  ••  )  =  aa'  4-  aV  4-  bV  4-  •• 

'Infatti,  per  ottenere  da  1  il  numero  (a-\'b  -^c-^-)  si 
ottengono  prima  le  parti  tì',  &,  e, . . .  e  se  ne  fa  la  somma.  Si 
avrà  dunque  per  Tart.  7,  operando  nello  stesso  modo  sul  numero 

(^'4-&'4-c'4--)- 

(a  4-  ft  4-  e  4-  ••  )  («'  +  2>'  4-  C  4-  ••  ) 
—  a(a'4-&'4-c'4--) 
4-  ft(a'4-&'4-  c'4--) 

4-  e  (a'  4-  ft'  4-  C  4-  ••  ) 

"^~         .        •        •        • 

Invertendo  ora  nel  secondo  membro  l'ordine  dei  fattori  ed 
applicando  di  nuovo  lo  stesso  principio  si  perviene  alla  formola 
sopra  scritta. 


y- 


IO  I  -  S  ''  ^^^-  '**■ 

10.  La  divisione  è  l'cperaztcne  inversa  della  mcltiplicazione, 
ce: 

Dividere  un  numero  a  {dividendo)  per  un  numero  b 
ivisorc)  significa  cercare  un  lerzo  nuhiero  e  tale  da  avere 


Se  un  tal  numero  e  si  può  trovare,  esso  chiamasi  il  quo- 
ente  di  a  per  A  e  si  indica  con 


Se  &  è  nullo,  ina  non  è  tale  a,  non  esiste  alcun  numero 
nito)  e  che  soddisfi  a  quella  relazione  ;  e  se  6  ed  a  sono  en- 
mbi  nulli,  tutti  i  numeri  vi  soddisfano.  Eccettuati  questi  due 
si,  è  facile  vedere  che  : 

//  quoziente  e  di  due  nwneri  a  e  b  esiste  sempre,  ed  è 
ienninato  in  modo  unico.  Il  suo  valore  assoluto  è  il  quo- 
ente  dei  valori  assoluti  di  a.  e  h  ed  il  segno  è  il  prodotto 
i  loro  segni. 

Infatti,  sia  come  prima  : 

ììl  ^  ,  Tii 

a=^t—,       b  =  i  —r . 
n  n 

Prendendo  il  numero  e  definito  dalla 


verifica  appunto  che  : 


(■■?)( 


il  numero  e  cosi  determinato  soddisfa  alla  questione.  E  non 
lò  esistere  alcun  altro  numero  e'  che  vi  soddisfi,  poiché  se  in 
iri  tempo  si  avesse  : 

bc  —  a 

be'  =  a, 


I  -  5  ^^  ^^-  ^^'  j^ 

se  ne  dedurrebbe,  sottraendo  : 

b(c  —  e')  —  0  ; 
quindi,  poiché  b  non  è  nullo: 

e  —  e'  -=  0 , 

cioè  sarebbe  e  =  e  in  contraddizione  ali*  ipotesi  che  e'  sia  di- 
verso da  e. 

Al  simbolo 


a 


definito  dall'eguaglianza 


(|)x.=«, 


si  dà  come  in  aritmetica  il  nome  di  frazioiie  ;  a  dicesi  il  nu- 
meratore della  frazione  e  6  il  denominatore.  Parimenti,  la  som- 
ma di  più  frazioni  si  esprime  con  una  sola  frazione  mediante 
la  formola 

a       a'  _  ab'  =t  ab 
la  cui  esattezza  si  verifica  senza  difficoltà. 


I  -  §  2,  art.  11-12- 


5  2.  —  Numeri  irrazionali. 

li.  Di  due  numeri  d  e  &  si  dice  che  a  è  algebricamenle 
maggiore  o  minore  di  b  secondo  che  la  differenza  algebrica 
-é  è  positiva  0  negativa;  si  scrive 

a>  by       0       a<6, 

si  legge  :  a  maggiore  di  b ,  ovvero  a  minore  lif  b. 

Di  qui  segue  che  i  numeri  negativi  sono  minori  dei  po- 
lvi, che  i  positivi  crescono  e  ì  negativi  decrescono  col  cre- 
ste del  loro  valore  assolute,  e  che  per  n  >  6  e  i  positivo  si  ha; 

\a>Xb,        —  Xa<— ).&. 

12.  Dato  un  numero  razionale  w,  tutti  gli  altri  si  possono  dì- 
nguere  in  due  classi  A  ed  A'  tali  che  i  numeri  della  prima 
ine  minori  di  a  e  quelli  dell'altra  maggiori  di  91;  cosicché  un 
imero  qualunque  a  di  4  ed  uno  qualunque  a'  di  A'  compren- 
no  fra  loro  o  senza  mai  coincidere  con  esso.  Inoltre  sì  po- 
inno  scegliere  a  ed  a'  in  guisa  che  la  loro  differenza,  e  quindi 
differenza  da  a,  sia  minore  in  valore  assoluto  di  un  dato  nu 
ero  positivo  t  piccolo  a  piacimento,  A  tal  fine  basterà  pren- 
ce p.  es.  : 


:ichè  in  tal  caso  si  ha: 


Per  questa  ragione  il  numero  a  può  considerarsi  come 
lello  che  divide  il  campo  dei  numeri  razionali  nelle  due  classi 
ed  A',  ciò  che  si  esprimerà  brevemente  scrivendo 


Si  noti  che  fra  i  numeri  della  classe  A  non  può  esisterne 
cuno  che  sia  il  più  grande  di  tutti  (massimo). 


1-52,  art  i2-i3.  i3 


Infatti,  se  un  tal  numero  p  esistesse,  ncn  dovrebbe  esistere 
alcun  numero  razionale  compreso  fra  p  ed  a,  il  che  è  assurdo, 
avendosi,  p.  es.,  il  numero 

P4-« 
2 
maggiore  di  p  e  minore  di  a. 

Similmente  si  vede  che  fra  i  numeri  della  classe  A'  non 
ve  ne  è  alcuno  che  sia  il  più  piccolo  di  tutti  {minimo). 

13.  Siano  ora  date  due  classi  A  ed  A'  di  numeri,  e  que- 
ste siano  tali  che  ogni  numero  della  classe  A  sia  minore  di 
ogni  numero  della  classe  A\  ed  inoltre  esistano  sempre  due 
numeri  a  ad  a\  il  primo  in  A  ed  il  secondo  in  A\  tali  che  la 
differenza  a'  —  a  sia  minore  di  un  numero  positivo  e  scelto 
piccolo  a  piacimento,  ma  non  nullo. 

È  facile  vedere  che  non  possono  esistere  in  pan'  tempo 
un  numero  of,  che  sia  il  massimo  fra  quelli  della  classe  yl,  e 
un  numero  a  che  sia  il  minimo  fra  quelli  della  classe  A\  Poi- 
ché se  ciò  accadesse,  preso  un  numero  qualunque  a  in  ^  e 
uno  qualunque  a'  in  A\  si  avrebbe 

a'  —  a>^a — ot, . 

e  quindi,  in  opposizione  alla  ipotesi  fatta,  non  si  potrebbero  mai 
trovare  due  numeri,  uno  della  classe  A^  l'altro  della  classe  A\ 
tali  che  la  loro  differenza  riesca  in  valore  assoluto  piccola  a 
piacimento. 

Si  conclude  da  ciò  che  le  classi  date  A  ^d  A'  non  possono 
contenere  entrambe  soltanto  un  numero  finito  di  numeri  {elC" 
'iìienti\  poiché  in  tal  caso  si  potrebbe  certamente  assegnare  un 
massimo  nella  prima  e  contemporaneamente  un  minimo  nella 
seconda. 

Può  darsi  però  che  la  classe  A  ammetta  un  massimo,  nel 
qual  caso  la  classe  A'  non  ammetterà  un  minimo.  Ciò  accade, 
p.  es.,  prendendo 

^  —  3  '  2'  ^ 
,        1,1,1  ,1 


14  L  -  5  2,  art.  i3. 


e  prendendc 

.4=1.  1  —  —.  1  —  —,  1  —  —  .",  1 ,-• 

z  J  4  n 

.4=       l+_.  1 +  -,!  +  _.  ...1  +  -,.. 

C>\'\*erc  pctra  dars;  che  la  classe  A  ccntenga  un  minime, 
nel  qual  case  la  classe  A  ncn  a\Tà  un  massime.  Ciò  accade 
prcnacndc.  p-  es,  : 

-4=        l-_.l__.l-_.. 

A=       l_l.,_i,.l-l... 

2  3  4 

L^al  prime  ed  ultime  esempie  sì  vede  che  una  delle  due 
classi  puè  anche  cenienere  un  numere  tìnile  di  elementi. 

Ecce  era  i  diversi  casi  pcssirili  : 

l.'^  Fra  i  numeri  della  classe  .4  ne  esista  uno  »  che  sia 
il  ma^^ime,  cerne  accade  nei  due  primi  esempi  dati  sopra.  In 
tal  case  a  può  farsi  dirTerlre  dai  numeri  della  classe  .4' quanto 
pece  si  vuole,  cioè  può  essere  a\\icir.ate  indetìnitamente  dai 
numeri  della  classe  .4'.  Dunque  a  può  considerarsi  come  il  nv- 
hti\Xi  (fi  scj<ìr(ìzt\h4r  La  le  due  classi  .4  ed  .4,  cioè  per  queste 
due  classi  esiste  un  numero  che  può  essere  a\'>ioinato  quanto 
si  \-uole  dai  numeri  di  entrambe  le  classi. 

Smììlmcnle  sì  vede  che  se  iVa  i  numeri  della  classe  .4'  ne 
e>i>ie  uno  %  che  sia  il  minimo,  esse  numero  x  è  certamente 
quello  che  sciiiìa  il  contine  iVa  le  due  classi,  potendo  essere 
awioiiìvilo  quanto  sì  \uole  anche  d.i:  numeri  della  classe  .4, 
conio  aocavic  noi  due  uliimi  esomp;  c;ta:i. 

2.'  Se  Ira  ì  nunierì  della  classe  A  non  esiste  un  massimo, 
nò  fa  qu.Mli  di  .1    un  nìiiììmo,  poi*\»  accadere  che  esista   un 


1-52,  art.  i3.  i5 

numero  razionale  a  maggiore  di  tutti  quelli  della  classe  A  e 
minore  di  tutti  quelli  di  A\  In  tal  caso  a  dovrà  riguardarsi 
come  un  numero  che  segna  la  separazione  fra  le  due  classi  A 
ed  A'  nel  senso  dichiarato  nelFarticolo  precedente. 

3°.  Infine  può  accadere  che,  non  essendovi  un  massimo 
nella  classe  A  né  un  minimo  in  A\  non  esista  nemmeno  un 
numero  maggiore  di  tutti  quelli  dell*  una  classe  e  minore  di 
tutti  quelli  dell'altra.  In  tal  caso  non  esiste  alcun  numero  razio- 
nale che  possa  considerarsi  come  numero  di  separazione  dell» 
due  classi. 

Ora  è  facile  persuadersi  dell'esistenza  di  infiniti  casi  nei 
quali  si  verifica  una  tale  impossibilità.  Per  es.,  si  prenda  un 
numero  intero  positivo  q  che  non  sia  quadrato  perfetto,  e  si 
formino  le  due  classi  A  ed  A'  ponendo  nella  prima  A  tutti  i 
numeri  positivi  i  cui  quadrati  sono  minori  di  7  e  nell'altra  A' 
tutti  i  numeri  positivi  i  cui  quadrati  sono  maggiori  di  q.  Le 
due  classi  così  formate  soddisfano  evidentemente  alla  condi- 
zione che  ogni  numero  della  prima  sia  maggiore  di  ogni  nu- 
mero della  seconda.  Inoltre,  dato  un  numero  positivo  2t  piccolo 
quanto  si  vuole,  purché  non  nullo,  si  possono  sempre  deter- 
minare due  numeri,  uno  della  classe  A  e  l'altro  di  A\  la  cui 
differenza  sia  inferiore  a  2£.  Infatti,  poiché  le  due  classi  A 
ed  A'  abbracciano  nel  loro  insieme  hiiii  i  numeri  positivi,  esse 
comprenderanno  anche  tutti  i  termini  della  successione  indefi- 
nita di  numeri 

E  se  7ni  è  il  più  grande  fra  questi  termini  che  fa  parte 
della  classe  A^  il  termine  successivo  (m -4-1)6  farà  parte  della 
classe  A'.  Ora,  la  differenza  di  tali  termini  essendo  eguale  ad 
E,  essi  soddisfano  appunto  alla  condizione  voluta  di  potersi  ac- 
costare indefinitamente  fra  loro. 

Intanto  non  esiste  alcun  numero  razionale  che  possa  es- 
sere avvicinato  indefinitamente  dai  numeri  delle  due  classi.  In- 
fatti, se  un  tal  numero  a  esistesse,  il  suo  quadrato  sarebbe  di- 
verso da  ^,  essendo  per  ipotesi  q  un  quadrato  non  perfetto,  cioè 
si  avrebbe 

OL^  =  q  zi-  e 


I  -  5  2,  art.  13-14. 


con  e  pcsitivo  ncn  nullo  ;  quindi  suppcnendc,  p.  es.,  a'  - 
il  numero  a  farebbe  parte  della  classe  A.  Ma  per  ogni  i 
a  della  classe  A  si  ha  per  ìpctesì 


quindi  ■ 

o*  -  5  +  E  >  a"  +  E. 

Di  qui,  aggiungendo  ai  due  membri  a"  —  2aa  : 

2a'  —  2«a>{a  — «)'+£, 
ed  a  fortioìH: 

■     2a'  —  2ax  >  t , 
cioè 

e 

Questa  diseguaglianza  dice  che  «  differisce  da  un  numerc 
qualunque  a  della  classe  A  per  più  di  un  numero  pcsitivo 
dato.  Cioè  il  numero  a,  mentre  può  essere  accostato  indefini- 
tamente e  raggiunto  dai  numeri  di  una  sola  classe,  differirebbe 
da  tutti  quelli  dell'  altra  di  un  numero  superiore  ad  un  certe 
numero  fìsso  ncn  nullo,  contrariamente  al  supposto.  Dunque 
non  esiste  alcun  numero  razionale  che  sia  numero  di  separa- 
zione delle  due  classi  formate  nel  modo  particolare  sopra  esposto, 
14.  A  tale  inconveniente  si  è  supplito  celi"  allargare  ancora 
più  il  campo  dei  numeri,  cìcè  coli' introdurre  nuovi  enti  arit- 
metici ai  quali  si  è  dato  il  nome  di  nuDicri  irrazionali.  Essi 
vengono  appunto  introdotti  come  numeri  di  separazione  fra  le 
due  classi  A  ed  A'  tutte  le  volte  che  non  esista  alcun  numero 
razionale  che  ne  segni  il  confine. 

Volendo  restare  nel  campo  puramente  analitico  non  ci  fer- 
meremo a  mostrare  come  i  numeri  irrazionali  p>ossano  rappre- 
sentare grandezze  non  rappresentabili  con  numeri  razionali  ; 
per  noi  affettìiar-e  l'esistenza  di  un  nmnero  irrazionale  noti 
è  che  un  modo  compendioso  di  alfermare  l'esistenza  delle  dtte 
classi  A  ed  A'  che  lo  indiciduano. 


1-52,  art.  14-15.  17 


In  seguito  scrivendo  per  brevità 

» 

si  dovrà  dunque  intendere  che  «  è  il  numero  razionale  od  ir- 
razionale che  separa  le  due  classi  ^  ed  ^1'  nel  senso  da  nei 
dato  a  tale  espressione. 

I  numeri  razionali  ed  irrazionali  cosi  introdotti,  costitui- 
scono nel  loro  insieme  il  campo  dei  numeri  realf. 

15.  Vediamo  ora  come  si  debbano  estendere  ai  numeri  ir- 
razionali i  concetti  di  eguaglianza  e  diseguaglianza.  Innanzi 
tutto  è  manifesto  che,  per  esprimere  il  concetto  di  considerare 
il  numero  irrazionale 

cerne  numero  di  separazione  fra  i  numeri  della  classe  A  e  quelli 
della  classe^',  conviene  ammettere  che  il  numero  a  sia  mag- 
giore di  ogni  numero  della  classe  A  e  minore  di  ogni  numero 
della  classe  A\  Inoltre,  se  &  è  un  numero  razionale  minore  di 
un  numero  a  della  classe  A^  dalle  diseguaglianze: 

a  >•  a ,        a\>b  ^ 

si  deve  dedurre  a  foriiori  : 

6. 


Similmente,  se  V  è  un  numero  razionale  maggiore  di  un 
numero  o!  della  classe  A\  dalle  diseguaglianze 

a<a',       a'<ib\ 

si  deve  dedurre  a  fortiori  : 

Dopo  ciò  resta   definito  perfettamente  quali  siano  i  nu- 
meri razionali  maggiori  di  a  e  quali  minori  di  a. 

Q.  Garbtfrl  e  A.  CspellI  •  ÀnaUH  alffthrica.  ^ 


I  -  S  2.  art  15-17- 

0  razionale  qualunque,  o  farà 
esistere  sempre  un  numero  a 
ero  un  numero  a'  della  classe 
:n  fosse,  si  dovrebbe  avere. 


i  numeri  a  ed  a'  possono 
loro,  e  quindi  da  It,  quante 


0. 

azionale  contrariamente  al- 


\  si  dicono  eguali  se  ogni  nu- 
nche  minore  di  ^,  ed  ogni 
et  è  anche  maggiore  di  fi. 
8S0,  quando  non  esiste  alcun 
uno  e  minore  àelVallro. 
le  maggiore  dt  a  e  minore  di 
i  scriverà 


-  (5,  s-), 

e  soddisfare  le  classi  A  ed  A' 
ieri  da  esse  individuati, 
qualunque  della  classe  A. 
ler  definizione  essere  anche 
lovrà  esistere  nella  classe  B 
la  stessa  ragione,  preso  ad 
D  ne  deve  esistere  uno  mag- 


I  -  S  2,  art.  17.  19 

■  — ^^—      ^— ^— ^— ^1^»  .  ^■^j^^— ^»^.^^^_^ 

Reciprocamente,  se  seno  soddisfatte  tali  condizioni  i  due 
numeri  a  e  ^  saranno  eguali.  Infatti,  se  essi  non  fossero  eguali, 
dovrebbe  esistere  un  numero  razionale  e  compreso  fra  essi,  ed 
essere  p.  es. 

Allora,  in  virtù  delFart.  1*5,  esisterebbero  due  numeri,  uno 
a\  della  classe  A'  ed  uno  ^^  à\  B  tali  da  avere 

a\<ic      c<:bQj 
quindi,  a  fortiori  : 

(I)  a\<h^. 

Ma  per  ipotesi  deve  esistere  un  numero  a  della  classe  A 
tale  da  avere 

sicché  per  la  (i)  si  avrebbe  ancora 

a  >  a  0  j 

il  che  è  assurdo,  dovendo  tutti  i  numeri  della  classe  A  essere 
minori  di  quelli  della  classe  A*. 
Pertanto  si  conclude: 

Affinchè  due nuìneri  irrazionali  (A,  A")  c(B,  B)  siano 
eguali,  è  necessario  e  sufficiente  che  ogni  numero  della  classe 
A  sia  superato  da  qualche  nwinero  della  classe  B  e  che  ogni 
numero  della  classe  B  sia  superato  da  qualche  numero  della 
classe  A. 

Non  potendo  poi  le  due  classi  A  q  B  ammettere  un  mas- 
simo, si  vede  che  ogni  numero  dell'una  classe  sarà  superato  da 
infiniti  numeri  dell'altra. 

Ragionando  in  modo  affatto  simile  sopra  le  due  classi 
A\  B*y  le  condizioni  di  eguaglianza,  si  potrebbero  enunciare 
così  : 

Affinchè  due  numeri  irrazionali  (A,  A)  e  (B,  B)  siano 
eguali  è  neccssa^no  e  sufficiehte  che,  i;mo  ad  arbitrio  un  nu- 


20  1-52,  art.  17-18. 

vtiero  a'  della  classe  A'  ne  esisia  Hfw  minore  b'  fiella  classe 
B',  e  rectprocamenle. 

In  fine: 

Affinchè  un  numero  irrazionale  (A,  A*)  sia  maggiore  di 
un  numero  iì^azionale  (B,  IB)  è  necessaHo  e  sufficiente  che 
esista  un  numero  a  della  classe  A  il  quale  superi  tutti  i  nu- 
meri della  classe  B. 

Infatti,  essendo  flt>p,  esisterà  un  numero  razionale  e  mi- 
nore di  a  e  maggiore  di  p  (art.  16^.  Allora  nella  classe  A  ci 
sarà  un  numero  a  maggiore  di  e,  e  a  forliori  si  avrà: 

quindi  a  sarà  maggiore  di  tutti  i  numeri  della  classe  B. 

Tutte  queste  proprietà  valgono  manifestamente  anche  pei 
numeri  razionali  definiti  con  classi  come  nell'art.  i2. 

18.  Dal  concetto  di  eguaglianza  segue  che  dalie  due  classi 
J,  A'  che  definiscono  il  numero  irrazionale  (A  ,  .4)  si  possono 
togliere  od  aggiungere  degli  elementi  in  numero  finito,  senza 
che  esse  cessino  di  individuare  lo  stesso  numero.  Si  potranno 
anche  sopprìmere  dalla  classe  A  tutti  gli  elementi  inferiori  ad 
uno  fissato  a  piacimento,  e  dalla  classe  A'  tutti  gli  elementi 
superiori.  In  fine,  si  potranno  sempre  inserire  nella  classe  A  0 
sopprimere  infiniti  elementi,  purché  ne  resti  sempre  uno  mag- 
giore di  uno  qualunque  di  quelli  aggiunti  0  soppressi  ;  e  ana- 
logamente per  la  classe  A\  Per  es.,  se 

sono  i  numeri  che  compongono  le  classi  .4,  A'  scritti  rispetti- 
vamente in  ordine  crescente  e  decrescente,  si  avrà  : 

(a^ ,  a, ,  «3 ,  04 , . .  ;    a\ ,  a\ ,  a  3 ,  a  4 , . .  ) 

=  («1»  ^35  «5>  ^7»--i    ^1»  ^'3'  ^*5>  «'t»--) 
(a^-^a^     a^-^a^      ,    a\  -f  a't      \ 

~\    2    '     2    '  '      2     w* 


I  -  S  2,  art.  19.  21 

19.  Pertanto,  se  la  classe  A  contiene  elementi  negativi  e 
positivi,  si  possono  sopprimere  i  negativi  lasciando  i  soli  posi- 
tivi; del  pari  si  possono  sopprimere  tutti  gli  clementi  positivi 
della  classe  A\  ove  essa  ne  contenga  dei  negativi  :  si  potrà 
cosi  ottenere  che  entrambe  le  classi  A.  A'  abbiano  soltanto  ele- 
menti positivi  0  negativi.  Nel  primo  caso  il  numero  irrazionale 
mdividuato  da  queste  classi  A^  A'  dovrà  dirsi  positivo^  trovan- 
dosi compreso  fra  numeri  razionali  positivi,  nel  secondo  caso 
dovrà  dirsi  invece  negativo^  come  compreso  fra  numeri  razio- 
nali negativi. 

Può  darsi  che  la  classe  A  contenga  soltanto  elementi  ne- 
gativi, e  la  classe  À'  contenga  soltanto  elementi  positivi.  Ciò  ac- 
cadrebbe se  si  avesse,  p.  es.  : 


—       2'       3'       4' 
^—       2'     T'      4' 


In  questo  caso  le  du:  classi  A,  A'  individuano  il  numero  0. 

Reciprocamente  non  esista  che  il  numero  0  che  possa  es- 
sere definito  di  due  classi,  una  formata  di  elementi  tutti  ne- 
gativi, l'altra  di  elementi  tutti  positivi. 


1  -  S  3,  art.  20. 


5  3.  —  Operazioni  fondamentali 
con  numeri  irrazionali. 

).  Si  abbiano  due  numeri  individuati  per  mezzo  di  classi 

a  =  (,A,A'),    p— {S,B'\ 

Per  abbreviare  si  indicherà  con  A  -h  B  \a  classe  dei  nu- 
razionali  cttenula  sommando  un  numero  qualunque  di  A 
ino  qualunque  di  B;  cioè  se 

^  =  0| ,  «^i ,  O3,... 

B=f>i,  6,,  63,..., 
Tà 
i+B  =  a^  +  b^,    a,  +  6,,..,    a»+  6,,    a, +  &,,.., 

ilogo  significate  sì  attribuirà  ad  A'  +  B',  ecc. 
Dalle  diseguaglianze 


Cr  +  &■  <  a',  +  y,  ; 


Igni  numero  della  classe  A  +  B,  è  minore  di  ogni  numero 
classe  A'  ■+■  B'.  Inoltre  avendosi 


(a'.  +  6'.)  -  {Or  +  6«)  ^  (a'.  -  «r)  +  (b\  —  6,), 

le  cha  il  primo  membro  puè  rendersi  minore  di  qualun- 
lumero  positivo  arbitrariamente  piccolo.  Dunque  le  due 
A  +  lì.  A'  +  B'  definiscono  un  numero.  Questo  numero. 


l  -  §  3,  art  20-2I.  23 

nel  caso  di  a  e  ^  razionali  è  evidentemente  oi  +  ^,  cosicché  io 
tal  caso  si  avrà: 

(A  ,  A)  +  (B,  B')  =  (A  +  B,  A-h  B'). 

Questa  eguaglianza  si  deve  assumere  come  definizione  di 
somma  dei  due  numeri  (A  ^  A')  e  {B ,  B)  nel  caso  che  uno  di 
essi  od  entrambi  siano  irrazionali.  Di  qui  segue  che  la  somma 
di  due  0  più  numeri  è  definita  dalFeguaglianza  : 

(A,  A')  +  (B,  B)  +  (C,  C)  -f  -  = 
=  (il  +  B  -h  C  +  • ,  A'  +  i?'  -f  C  -f  •  •  )  • 

E  da  tale  definizione  emerge  senz'altro  che  le  regole  del- 
Taddizione  dei  numeri  rappresentati  con  classi  sono  le  stesse 
di  quelle  pei  numeri  razionali  :  in  particolare,  la  somma  è  in- 
dipendente dall'ordine  degli  addendi,  ecc. 

21.  Affinchè  la  definizione  di  somma  qui  data  sia  legittima, 
conviene  tuttavia  verificare  che  : 

Se  i  due  numeri  a  e  %  definiti  per  mezzo  di  classi,  sono 
egtuiliy  sono  tali  anche  i  numeri  a  -f  t  ^  p  -f  y>  essendo  y  un 
num£7^o  qualunque. 

Siano  infatti  a  e  ^  due  numeri  definiti  dalle  eguaglianze 

p  =  {B,B')=:(-b,,  &,,..;••  6',,  b't."\ 
e  sia  Y  un  numero  qualunque 

Si  ha  per  Tarticob  precedente: 

a  -f-  r  =  (  ••  ^1  +  ^1'  ^1  +  ^i» ••  >  "  ^1  +  ^\y  ^'i  +  ^ti  V  )  ~  (O;  ^) 
P  +  r  =  (  ••  6i  +  Cj,  6x  -f  e„  •. ; ..  b\  +  c\,  b\  +  e', ,  ••  )  =  (^;  L'\ 


20  I-  S  3,  art.  22-33. 

quindi  : 

=  (A  ,  A') . 

93.  Dalla  definizione  di  differenza  fra  due  numeri  individuai 
classi  discende  ora  il  seguente  principio  fondamentale  di 
lisi: 

Se  la  differenza  fra  due  numeri  a  e  fi  è  minore  in 
ore  assoluto  di  qualsiasi  numero  positivo  {non  nullo) 
'/ito  a  piacimento,  essi  sono  necessariamente  eguali  fra 

7. 

Sia  infatti 


,  che  si  potrà  supporre  positivo,  sia  minore  di  ogni  numero 
itivo  piccolo  a  piacimento.  Qualunque  sia  il  numero  ■[  {ra- 
dale od  irrazionale),  può  definirsi  coH'eguagliemza 

Y  =  ( ..  Ci ,  e, ,  ■■  ;  ••  c\,  df,-)=  {C,  C)  ; 

ndi,  indicando  con  e  un  numero  razionale  positivo  piccolo 
into  si  vuole,  si  avrà 

e  — Y  =  (••£  — e",,  E  —  e', ,  -;  ■•  e  —  c^,  e  — e, ,■■) , 

Ma  questo  numero  dovrà  essere  positivo,  essendo  x  P^i" 
:esi  minore  di  ogni  numero  positivo  arbitrariamente  piccolo; 
:hè  nelle  due  classi  si  potranno  determinare  due  numeri  pò- 
VI  e  —  e'  ed  e  —  e,  cioè  si  potrà  avere 


E  poiché  t  può  prendersi  piccolo  quanto  si  vuole,  queste 
:  diseguaglianze  mostrano  che  lo  0  può  esser*  avvicinato  in- 


I  -  §  3,  art.  24.  27 

definitamente  dai  numeri  di  entrambe  le  classi  C  e  C\  cioè  il 
simbolo  (C,  C)  esprime  lo  0,  ossia  è 

e  quindi 

24.  Per  definire  in  generale  il  prodotto  di  due  numeri 

si  precede  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  per  Taddizione,  av- 
vertendo però  che  le  due  classi  individuanti  un  numero  si  deb- 
bano intendere  composte  di  elementi  dello  stesso  segno,  cioè 
le  classi  A  ed  A'  contengano  numeri  tutti  positivi  0  tutti  nega- 
tivi, seccndcchè  L  è  positivo  0  negativo,  ed  altrettanto  per  le 
due  classi  B  e  B*  (vedi  art.  10], 

In  generale  si  indicherà  con  AX  B  od  AB  la  classe  dei 
numeri  ottenuta  moltiplicando  un  numero  qualunque  della  classe 
A  per  uno  qualunque  della  classe  B.  E  limitandosi  dapprima 
al  caso  di  a  e  ^  positivi  si  definirà  il  loro  prodotto  a^  colla 
scrittura 

«3  =  (AB ,  A'B*) , 

la  quale  nelF  ipotesi  di  a  e  ^  razionali  coincide  colla  definizione 
consueta  di  prodotto. 

Invero  è  facile  riconoscere  che  le  due  classi  AB  ed.  A'B' 
individuano  sempre  un  numero.  E  primieramente  dalle  dise- 
guaglianze 

b<b' 
segue,  poiché  non  si  considerano  qui  che  numeri  positivi  : 

aò  <  a  V. 

In  secondo  luogo  devesi  dimostrare  che,  dato  un  numero 
positivo  ^  piccolo  quanto  si  vuole,  si  possono  sempre  determi- 
nare i  numeri  a,  &,  a\  V  in  modo  da  avere  : 


28  1-53,  art.  24-26. 

A  tale  oggetto  si  osservi  che  si  può  scrivere: 

a'b'—ab  =  (b'  -  &)  a'  -h  (a!  — a)  b 
onde: 

aV  '--ab<  {V  —  6)  a'  +  (a'  —  a)  b\ 

Poiché  ora  le  differenze  {b*  —  b)  ed  (a'  —  a)  si  possono 
rendere  piccole  a  piacimento,  diminuendo  al  tempo  stesso  an- 
che i  numeri  a!  e  b\  è  chiaro  che  il  secondo  membro  di  questa 
diseguaglianza  si  potrà  sempre  rendere  minore  di  S'  ed  a  for- 
iiori  sarà  allora  tale  anche  il  primo  membro. 

25.  Nel  caso  che  uno  od  entrambi  i  fattori  fossero  nega- 
tivi se  ne  definirà  il  prodotto  estendendo  a  numeri  di  specie 
qualunque  la  regola  di  moltiplicazione  dei  segni.  Ma  può  anche 
definirsi  in  ciascuno  dei  tre  casi  possibili  colle  seguenti  scritture  : 

per  a  e  p  negativi  ; 

flt>  =  {AB ,  AB) 

per  a  positivo  e  p  negativo; 

«3  =  {AB',  A'B) 

per  a  negativo  e  p  positivo. 

Infatti,  nel  primo  caso  il  numero  definito  da  {AB\  AB) 
è  positivo  poiché  le  due  classi  sono  formate  da  numeri  tutti 
positivi,  e  analogamente  per  gli  altri  due  casi. 

26,  In  virtù  di  tale  definizione  di  prodotto  si  estendono  sen- 
z'  altro  anche  agli  irrazionali  le  regole  e  i  teoremi  di  moltipli- 
cazione che  valgono  pei  numeri  razionali.  In  particolare,  il  pro- 
dotto di  due  fattori  é  nullo  se  é  tale  uno  di  essi,  essendo  Taltro 
un  numero  finito  qualunque.  £  questo  accade  sia  che  lo  0  si 
consideri  numero  positivo  0  negativo,  cioè  si  rappresenti  con 
r  uno  0  r  altro  dei  due  simboli  ^0  ;  A) ,  (—  ^'  ;  0; .  Reciproca- 


1-5  3,  art.  26-27.  29 


mente,  se  il  prodotto  di  due  numeri  è  nullo  dev'  essere  nullo 
almeno  uno  di  essi. 
Sia,  p.  es.  : 


Se  questo  numero  è  nullo,  una  delle  due  classi  dovrà  con- 
tenere il  solo  0,  poiché  le  due  classi  devono  avere  numeri  di 
egual  segno,  e  due  numeri  uno  di  una> classe  e  l'altro  dell'al- 
tra devono  sempre  comprendere  fra  loro  lo  0. 

Supposto  che  ciò  accada  per  la  prima  classe,  ogni  pro- 
dotto Qr  bt  dev'essere  nullo  ;  ed  essendo  le  aeb  numeri  razio- 
nali, dev'  essere  nullo  un  fattore  di  ciascun  predotto.  Ma  non 
possono  essere  nulle  soltanto  alcune  delle  a  e  soltanto  alcune 
delle  ^,  poiché  in  tal  caso  vi  sarebbe  almeno  una  delle  a  ed  una 
delle  b  non  nulle,  e  almeno  uno  dei  prodotti  ar  b»  non  sarebbe 
nullo.  Dunque  0  tutte  le  a  0  tutte  le  b  devono  essere  nulle, 
cioè  il  numero  a  0  p  dev'essere  della  forma  (0,  ^')  0  (0,jB'), 
come  si  doveva  dimostrare. 

In  modo  analogo  si  deduce  che  il  prodotto  per  1  di  un  nu- 
mero qualunque  é  eguale  al  numero  stesso  ;  e  così  via. 


.  II  problema  inverso  della  moltiplicazione  é  la  divisione, 


che  si  esprime  al  solito  colla  relazione 


ove  a  e  p  sono  numeri  dati,  e  si  tratta  di  determinare  un  nu- 
mero X  che  vi  soddisfi. 

Se  entrambi  i  numeri  a  e  p  sono  nulli,  vi  sono  infiniti 
numeri  x  che  risolvono  il  problema,  poiché  ogni  numero  finito 
moltiplicato  per  0  dà  un  prodotto  nullo. 

Ma  se  p  non  é  nullo,  il  problema  ammette  sempre  una 
soluzione  e  solo  una,  cioè  esiste  un  numero  x  (quoziente)  e  solo 

uno  che  si  esprime  ancora  con  —  ,  tale  da  avere 


3o  I  -  S  3:  art.  27. 

Per  dimostrare  ciò  basta  considerare  il  caso  di  a  e  p  en- 
trambi positivi,  poiché  il  segno  di  x  dev'essere  ii  prodotto  dei 
segni  di  a  e  p.  Ponendo  al  solito 

a :=  (:l ,  il')  =  (  -aj ,  a, ,  s  ••  a\ ,  a', ,  ••  ), 

si  indichi  in  generale  con  la  classe  di  numeri  ottenuta  di- 
videndo» un  numero  qualunque  della  classe  A  per  uno  qualun- 
que della  classe  By  cioè  nel  caso  attuale  : 

A    flj  flj  a^  Or 

Per  vedere  che 

a         /A       A'  \ 

è  una  soluzione  di 

.  _^    ^ 
B'   '    B 

duano  effettivamente  un  numero.  Infatti,  essendo  a,  a',  b,  &'  nu- 
meri delle  classi  rispettive  A^i  A'  B,  B\  dalle  note  diseguaglianze  : 


si  commcierà  a  dimostrare  che  le  due  classi  -— - ,  — ^r-  indivi- 


si  deduce 

a         a' 


A 


cioè  ogni  numero  della  classe  —  —  è  minore  di   ogni   numero 

B 

della  classe  :  inoltre  la  differenza 

B 

a'         ^   __    a'b'  —  ab 


b       .  b'  bb' 


1-53,  art.  27.  3i 

fra  numeri  delle  due  classi  può  rendersi  piccola  quanto  si  vuole. 
Eld  invero  si  ha: 

^        a'V  —  ab 

^< ^. . 

ì) 

• 

Ma  si  è  dimostrato  nell'art.  24  che  la  differenza  q!U  —  aJb 
può  rendersi  piccola  quanto  si  vuole,  "e  quindi  anche  ò^  potrà 
rendersi  piccola  quanto  si  vuol  3  a  f or  fiori ^  poiché  il  denomi- 
natore &*  andrà  contemporaneamente  crescendo. 

A       A' 
Dunque  le  due  classi  — - ,  — —  soddisfano  alle  condizioni 

volute  affinchè  il  simbolo 

\  B   '    B   ) 

esprima  effettivamente  un  numero.  Rimane  da  verificare  che 
questo  numero  è  il  quoziente  di  a  diviso  par  p,  cioè  che 

(-^;-^)  X  {D;  B')  =  (A;  A')  . 

A  tal  fine  si  cominci  dall'  osservare  che  il  numero  1  può 
esprimersi  con  simboli  analoghi  a 


Kff'B)' 


Infatti,  come  risulta  da  ciò  che  si  è  ora  dimostrato,  quando 
si  prenda  {B ,  B")  invece  .di  (A ,  A') ,  il  simbolo 


\  B-    '    B  ) 


individua  un  numero.  Ma  essendo  i  numeri  della  classe  B  mi- 
nori di  quelli  della  classe  B",  si  ha  sempre: 


k'' 


6'     ^  6    ' 


32  I  -  §  3,  art.  27. 


cioè  il  numero  1  è  sempre  compreso  fra  un  numero  dell'una 
classe  -— p  e  dell'altra  — -- .  Di  più,  la  differenza 

V  b 


b  b' 

può  rendersi  minore  di  qualunque  numero  positivo   piccolo  a 
piacimento  ;  dunque  a  fortiori  il  numero  1  si  può  far  differire 

quanto  pcco  si  vuole  dai  numeri  di  entrambe  le  classi  — -  e  -— - , 

B  B 

cioè  : 


(J^  JL\-i  . 


Di  qui  e  dalla  definizione  di  predotto  (art.  24)  si  deduce  : 

(4._-)x<.,«,=(^.^) 

=  (A  ,  A'\ 

il  che  dimostra  Tasserto. 

È  poi  facile  vedere  che  non  possono  esistere  due  quozienti 
distinti  di  due  numeri  a  e  p ,  sempre  neir  ipotesi  che  il  divi- 
sore p  non  sia  nullo. 

Se  si  avesse  infatti 

a  =  p.r  =:  Py  , 

se  ne  dedurrebbe 

quindi,  essendo  p  non  nullo: 

cioè 


I  -  S  3,  art.  28.  33 

28.  Fin  qui  gli  elementi  di  due.  classi  A  ed  A'  atte  a  rap- 
presentare un  numero  sono  numeri  razionali.  Ma  tali  elementi 
possono  prendersi  fra  numeri  razionali  ed  irrazionali  senza  che 
per  questo  mutino  le  regole  e  le  operazioni  di  calcolo  già  sta- 
bilite. Siano  infatti 

due  classi  di  numeri  di  specie  qualunque,  ma  tali  che  ogni 
numero  della  prima  classe  sia  minore  di  ogni  numero  della 
seconda,  e  che  inoltre  preso  un  numero  positivo  e  arbitraria- 
mente piccolo,  esistano  sempre  due  numeri,  uno  della  prima 
classe,  l'altro  della*  seconda,  la  cui  differenza  sia  minore  di  e. 

Si  immaginino  scritti  gli  elementi,,,  «j,  e?,, . .  della  classe  A 
in  ordine  crescente,  e,  ove  non  siano  tutti  numeri  razionali,  si 
intercalino  fra  essi  dei  numeri  razionali . .  &i ,  ^^ ,  &3 , . .  in  modo 
da  avere 

••  «,  <  &i  <  «8  <  &2  <  «3  <  ^3  <  •• 

Del  pari,  immaginando  scritti  gli  elementi . .  a\,  « ,, . .  della 
classe  A'  in  ordine  decrescente,  si  intercalino  fra  essi  dei  nu- 
meri razionali . .  ft'i ,  V^ ,  ^3 , . . .  in  modo  da  avere 

••  a\  >  b\  >  a\ >  &V>  «'3 >  ^3 >  •• 
Le  due  nuove  classi 

••&!,  &j,  &3  ,-  =  i? 

••&'l,^2,&3.-=^' 

godranno  delle  stesse  proprietà  delle  due  classi  A  ed  A;  e  tali 
proprietà  sono  appunto  quelle  volute  affinchè  il  simbolo 

(B ,  B') 

rappresenti  un  numero.  Di  qui  segue  che  il  numero  (B ,  B')  e 
soltanto  esso  può  essere  avvicinato  indefinitamente  dai  numeri 

0.  Garbleii  e  A.  C«peIII  -  AnalUi  algebrica,  3 


34  I  -  S  3,  art.  2«. 

delle  due  classi  A,  A' ;  quindi  il  simbolo  (.4,  A')  può  detinìrsi 
coir  eguaglianza 

iA.A-)  =  (B.B-). 

Ciò  è  quanto  dire  che  come  elementi  di  due  classi  A  ed 
A'  atte  a  definire  un  numero  si  possono  prendere  numeri  ra- 
zionali. Si  deduce  da  ciò  che  le  operazioni  con  numeri  definii! 
in  questo  modo  più  generale  si  possono  eseguire  operando  sulle 
classi  colle  stesse  regole  date  per  classi  di  numeri  razionali. 
Cosi  si  avrà  sempre,  qualunque  siano  i  numeri  costituenti  le 
classi  A,  A',  B,B' ,..: 

iA.A')  +  {B,ff)—{A-\-B,A'-\-K), 
(A ,  A-)  X(B,B-)=  {AB ,  A'B') , 

e  così  via,  attribuendo  a  queste  notazioni  il  solito  significate 

È  chiaro  inoltre  che  sussisterà  il  criterio  dell'art.  17  per 
riconoscere  V  eguaglianza  di  due  numeri  quali  si  vogliano  de- 
finiti per  mezzo  di  classi. 


1  -  S  4^  art.  29 -3o.  35 


5  4.  —  Elevazione  ad  esponente  intero 
ed  estrazione  di  radice. 

29.  n  predotto  di  n  fattori  eguali  ad  un  numero  qualun- 
que a  si  dice  2>otenza  n««  di  a,  e  si  indica  con  a".  Il  numero  a 
dicesi  la  base,  il  numero  9?,  per  ora  intero  e  positivo,  V  espo- 
nevi fé  della  potenza.    * 

La  potenza  n"<»  di  un  numero  negativo  è  eguale  alla  po- 
tenza w"«  del  numero  positivo  che  ha  lo  stesso  valore  assoluto, 
presa  col  segno  -f  0  —  secondochè  n  è  pari  ©.dispari;  per- 
tanto in  questo  paragrafo  ci  limiteremo  a  considerare  basi  po- 
sitive. 

30.  Se  il  numero  a  è  irrazionale,  0,  più  generalmente,  se 
a  è  definito  per  mezzo  di  due  classi  A,  A\  cosicché  si  abbia 

a  =  (il ,  ^')  =  (  ••  a, ,  «s ,  ••  ;  ••  a\ ,  a'^  ••  ) , 

diciamo  che  si  avrà 

cioè  : 

La  potenza  n™»  di  un  nmneì^o  può  essere  de  finii  a  da 
due  classi  i  cui  elementi  siano  le  potenze  n*»*  dei  numetn  co- 
stituenti le  due  classi  che  definiscono  la  base. 

Per  la  regola  di  prodotto  (art.  24)  si  ha  infatti 

a  X  a  =  »*  =  (••  «5*1 5  «i^s,  (i\  5  ••  ;  ••  «? ,  a\ci'i  5  «?  5  ••  ). 
Confrontando  ora  la  classe 

"a\,  a^a^,  a\,  a^a^,- 
colla  classe 

//*       /2*       f^       ■' 

costituita  dai  soli  quadrati  dei  numeri  . . ,  ^j ,  6r, ,  «^3 , . . . ,  si  vede 


1  -  S  4,  art-  3o-3i- 


3Ìto  che,  preso  un  numero  qualunque  dell'una  classe,  ne  esi  ■ 
rà  neir  altra  uno  più  grande,  e  reciprccamente,  poiché  per 


hanno  appunto  le  due  discguaglianze 

a*,  >  a*,    ,    a',  >  o^a,  ; 

ndi  per  l'art.  17  la  seccnda  classe  può  sostituirsi  alla  prima 
la  definizione  del  numero  o?.  Similmente  si   vede  che  alla 


può  sostituire  la  classe 

a'i* ,  a',' ,  a's* ,  -■ 
itituitadai  soli  quadrati  dei  numeri..,»',,  a',,  a\, . .;  dunque l 
&'=;(■■  a', ,  a% ,  a'a ,■■;■■  a'^  ,  «',' ,  a'* ,  ■■  ). 
Di  qui  analogamente  : 
i'^(..o*,,  a',,";"0'i*)  «'»*)  ■■  )  X  ("Oi,  flj.-s-a'n  a',"  ) 

=  (  ■■  fl'i ,  a', ,  a^3  ,-■;■■  <^\  ,  «V  i  '^'a'i  ■•  )  i 

:osÌvia. 
31.  Si  consideri  ora  il  problema  inverso  : 

Dato  itn  numero  positivo  fi  trovare  un  numero  positivo 
'ale  che  si  abbia 


Questo   problema  ammette  sempre  una  soluzione  e  sol- 
ito una.  Siano  mfatti  a, ,  «; , . .  i  numeri  razionali  positivi  la. 


1  -  §  4»  ^^^-  3i.  3/ 

V 

cui  potenza  n****  è  minore  di  g,  ed  a\ ,  a , , . .  i  numeri  razio- 
nali positivi  la  cui  potenza  ?i««  è  maggiore  di  g.  11  simbolo 

individua  certamente  un  numero,  poiché  le  due  classi  compo- 
nenti contengono  nel  loro  insieme  lutti  i  numeri  razionali  po- 
sitivi, e  quindi  soddisfano  anche  alla  seconda  proprietà  carat- 
teristica delle  classi  che  individuano  un  numero.  Ed  invero, 
come  si  osservò  nell'art.  i5,  le  due  classi  abbracciano  nel  loro 
insieme  i  termini  della  progressione  aritmetica 

E  se  ini  è  il  più  grande  fra  questi  termini  che  faccia  parte  di 
y1,  il  termine  successivo  {m  -4- 1)  e  farà  parte  di  A  ;  quindi  ecc. 
Ora  questo  numero  è  tale  che  si  ha  appunto 

(••«1, «,,-;••  a'i, ««••)"=?• 
Infatti,  in  virtù  dell'articolo  precedente,  è  : 

cosicché  le  due  classi 

n  n  n 

.  .  flj     9    ^«     1    ^3     9  •  •  • 

f  fi         I  fi         I  ti 

.  •  C^  I       ,     \Af  a      )     U  A      •    ■    •    • 

individuano  un  numero.  Quindi,  scegliendo  un  numero  positivo 
z  arbitrariamente  piccolo,  si  potranno  sempre  trovare  due  nu- 
meri a'"  ed  tf*  tali  da  avere 

r  » 

•fi  fi  fc^ 

a    —  a  >  e. 

r  9 

E  poiché  per  ipotesi  p  é  maggiore  di  a"  e  minore  di  a"* , 
si  avrà  a  fortiori. 

p  —  «* <  e  ,     a^  —  ^  <t. 


38  I  -  §  4^  art.  3i. 

— ^  —  -       _  .  ...^^^       —         ■     I 

cicè  il  numero  p  può  essere  avvicinato  indefinitamente  dai  nu 
meri  delle  due  classi.  Ciò  esprime  appunto  che 

come  si  voleva  provare. 

Inoltre  non  vi  può  essere  alcun  numero  positivo 

diverso  da 

tale  che  sia 

(••c?i,  e,,..;-  c\,  e',, .-)"  =  ?. 

•    Infatti,  se  un  tal  numero  esistesse  si  dovrebbe  avere 

(n  fi  I  it        ,  Il         \ 

••  Ci  ,  c,  ,-  ;-6i  ,  e,  ,-)  = 


quindi,  essendo  i  numeri 


tutti  inferiori  a  ^,  le  basi 

dovrebbero  trovar&i  per  ipotesi  fra  i  numeri 

•  •  Ut  ,    C(o  ,  • .  • 

Similmente  le  basi 

..Oi,     C/a,.. 

dovrebbero  trovarsi  fra  i  numeri 
poiché  le  potenze 

devono  essere  tutte  maggiori  di  p. 


1  -  5  4^  ^t.  3i-32.  39 

^  ^^^^^     ■!!  __  .  *  ---■■■■--I  ■■ 

Queste  due  proprietà  seno  sufficienti  a  determinare  l'egua- 
glianza dei  due  numeri 

Infatti,  se  m  è  un  numero  razionale  qualunque  minore  di 
(C,  C%  esisterà  per  Tart.  15  fra  i  numeri  della  classe  C  almeno 
un  elemento  superiore  ad  m.  Ma  poiché  tale  elemento  appar- 
tiene altresì  alla  classe  A^  il  numero  {A ,  A')  sarà  maggiore  di 
éii  (art.  15).  Similmente  si  vede  che  ogni  numero  razionale  mag- 
giore di  (C ,  C),  dovendo  essere  maggiore  di  qualche  elemento 
della  classe  C,  il  quale  elemento  appartiene  pure  ad  A\  sarà 
altresì  maggiore  di  (A ,  A'). 

Dunque  tutti  i  numeri  razionali  maggiori  0  minori  di  (C,  C) 
sono  in  pari  tempo  rispettivamente  maggiori  0  minori  di  (A,  A*)', 
pertanto  i  due  numeri  (C ,  C)  ed  (A  ,  A')  saranno  eguali  fra  loro 
per  l'art  16. 

Non  può  dunque  esistere  un  numero  positivo  diverso  da 
a  che  goda  della  proprietà 

«*  =  P, 
quindi  : 

Ogni  numero  positivo  ammette  sempre  una  radice  n"* 
positiva  ed  una  sola. 

Chiudiamo  questo  paragrafo  coi  seguenti  due  importanti 
teoremi. 

32.  Se  »  è  un  numero  positivo  maggiore  di  1,  può  sempì^e 
determinarsi  un  esponente  n  tale  che  a»  sia  maggiore  di  qual- 
siasi numero  positivo  assegnabile. 

Infatti,  sommando  fra  loro  i  primi  e  i  secondi  membri  delle 
diseguaglianze 

flt  =H.(«-.l) 

a*  —  a  =a  («.—  1)  >a  —  1 


I  -  S  4-  art.  32-33. 


a''>l  +  n(a-]). 

\'olendo  ora  che  «"  sia  maggiore  dì  un  numero  positivo  k 
che  può  fissarsi  grande  ad  arbitrio,  basta  prendere  n  in  mcdo 
da  avere 


]+„(«  _-l)>ft, 


—  «  — 1' 

e  basta  prendere  il  più  piccolo  numero  positivo  intero  soddi- 
sfacente a  questa  relazione. 

33.  Se  a  é  un  numero  positivo  7ninore  di  1,  può  seinprc 
determinarsi  un  esponente  n  tale  che  a"  sia  minore  di  qual- 
siasi numero  positivo  piccolo  a  piacimento. 

Infatti,  se  a  è  minore  di  1,  — sarà  maggiore  di  ],  quindi, 
pel  teorema  precedente,  prendendo 


—  -  1 

p "  1^ 


i-i    "'- 


essendo  p  un  numero  dato  positivo  piccolo  a  piacimento,  si  avrà 
doè 


0'>T 


<!>■ 


1-55,  art.  34.  41 


55.  —  Elevazione  a  potenza  con  esponente  qualunque. 


34.  È  assai  importante  per  l'Algebra  di  poter  dare  un  si- 
gnificato alla  scrittura  A^  per  qualunque  esponente  <7,  e  più  pre- 
cisamente di  poterle  dare  un  significato  tale  che  sussista  sem- 
pre la  regola  fondamentale 

(I)        ^«aP=a«-^p, 

già  riconosciuta  valida  per  a  e  p  interi  positivi. 

A  tal  fine  si  comincierà  a  cercare  qual  è  il  significato 

da  attribuirsi  ad  A^^  per  ji  intero  e  positivo,  affinchè  continui  a 
sussistere  la  regola  (i). 

Si  può  sempre  scrivere 

jjL  n^  m  —  n , 

prendendo   per  vi  ed  n  numeri  interi  positivi,  non  nulli  ed 
m  >  n  ,  cosicché  : 


A-^  =  À 


Dovendo  sussistere  la  regola  (i),  si  ha,  moltiplicando  per  A^ 
quindi  : 

Pertanto  devono  aver  luogo  le  scritture 

a-'^a^  =  a-^^^  =  a'  =  ì, 

le  quali  esigono  che  si>  pongano  la  seguenti  defìn  izicni  : 


I  -  S  5,  art.  34-35. 


Per  potenza  0  di  un  numero  si  intende  il  numero  1. 

Per  potenza  ~  m  (m  intero,  positivo  0  negativo)  di  un 
numero  s'intende  il  numero  1  diviso  per  la  potenza  m"*  df 
quel  numero. 

Reciprocamente  è  facile  vedere  che,  peste  tali  defìniziont, 
la  r^ola  (i)  resta  valida  pier  esponenti  interi  positivi  e  negativi. 
35-  Volendo  generalizzare  ulteriormente  in  modo  preciso  il 
significato  di  A'*  conviene  limitarsi  a  considerare  d' ora  innanzi 
soltanto  basi  positive,  cioè  supporre  A  positivo,  del  resto  razio- 
nale od  irrazionale. 

La  generalizzazione  si  prosegue  nello  stesso  modo  del- 
l'articdo  precedente.  ' 

Per  vedere  qua!  è  il  ^gnificato  da  attribuirsi  all'espressione 

a"^,  per  m  e/i  n  interi  e  positivi,  basta  osservare  che  moltipli- 
candola per  sé  stessa  n  volte  di  seguito,  si  deve  avere,  affin- 
chè sussista  la  regola  (i): 


U) 


=  A'      '        ' 

—  X» 

=  A  ^A", 


da  cui: 

(3)  A^=ìy^={<l/'AT, 

il  che  esige  che  si  ponga  la  seguente  definizione  : 

Per  potenza  fi-azionaria  —  (m  edn  interi  e  positivi)  di 

vn  numero  positivo  s'intende  lapotenza  n"»  della  radice  n»' 
del  numero. 

11  signiiìcato  del  numero  positivo  A  elevato  ad  un  esponente 
razionale  positivo  è  unico  e  preciso,  quantunque  una  stessa 
frazione  possa  mettersi  in  infiniti  modi  diversi  sotto  la  forma 

— .  Infatti,  se  —  è  la  frazione  irreducibile  equivalente  ad  — ,  si 
«  '        s  ^  n 

avrà: 


I  -  S  5,  art.  35-36.  43 


essendo  X  un  certo  numero  intero;  cosicché: 


A' 


= (>.y'=  [(^»v.)T=  (^u)'=  A 


Per  gli  esponenti  frazionari  negativi  basta  riflettere  che  si 
deve  avere,  afKnchè  sussista  la  solita  regola  (i): 


A     '''a''  =  A     "      ''=A'=:h 


e  quindi: 


Wl 


A^        VA 

36.  Benché  sia  già  stata  avvertita  la  convenienza,  anzi  la 
ff ecessi fà^  delle  definizioni  date  affinchè  sussista  la  regola  (i) 
anche  per  esponenti  frazionari,  tuttavia  è  importante  verificare 
che,  reciprocamente,  posta  la  definizione  precedente^  necessa- 
riamente la  regola  (i)  continua  a  sussistere  qualunque  siano 
gli  esponenti,  per  ora  razionali^  a  e  p. 

Intanto  dalla  (2)  si  deduce  che  per  elevare  un'espressione- 

A^  ad  un  esponente  intero  e  positivo  n  basta  moltiplicare  per 
n  l'esponente,  e  che  per  estrarre  invece  la  radice  n*«  basta  di- 
videre per  n  l'esponente. 

Ciò  posto,  si  supponga  che  «  e  p  siano  due  numeri  razio- 
nali positivi  0  negativi 

m        ^       ,rnl 
a=e  — ,       p  =  e  -T  > 
n  n 

dove  e  ed  e'  indicano  per  brevità  i  segni  +  e  —,  ed  w,  ??, 
m\  n'  sono  numeri  interi  positivi. 
Si  ha: 

U«^p)"""=(^»)""UP)""'. 


44  1  -  S  5,  art.  36-37. 

Ma  poiché  nn'  è  un  intero  positivo,  si  ha,  per  1'  csser\'a- 

zion3  precedente: 


è  valida  per  esponenti  interi  pò- 
:e  di  indice  tin'  dai  due  membri  : 


le  della  definizione 

^1 

;uente  teorema  : 

tn  numero  razionale  positfco  e 

olo  perchè  il  numero  A^  diffè- 

ole. 

0  un  numero  positivo  6"  arbitra- 

lullo,  si  può  sempre  trovare  e  in 

-1 

ii  s. 


1-55,  art.  37-33.  45 


Infatti,  S3  il  è  maggicre  dì  1  si  può  sempre  determinare 
un  numero  intero  e  positivo  n  tale  che  la  potenza  n*<»  di  1  4-  ò\ 
superi  qualunque  numero  assegnabile,  e  in  particolare  il  nu- 
mero A  (art.  32)  ;  si  ha  cioè  : 

quindi  : 

1 

ed  anche 

1 

e  basterà  prendere  i  eguale  al  numero  —  così  determinate. 

Se  -4  è  minore  di  1,  si  può  determinare  per  Tart.  33  un 
numero  intero  e  positivo  m  tale  da  avere 

quindi 

1 

« 

cicè 

1  — A"<^, 

sicché  basterà  prendere  e  eguale  al  numero  — .  Nell'un  caso  e 

nell'altro  si  vede  che  rimpicciolendo  e  si  può  rendere  la  diffe- 
renza A^  —  1  piccola  quanto  si  vuole. 

38.  Resta  a  vedere  il  significato  da  attribuirsi  ad  A^  per  un 
esponente  a  irrazionale.  Anzitutto  si  ha: 

Se  ax ,  a,, . . .  e  a\,  a  j . . .  sono  le  due  classi  di  numeri 
razionali  che  definiscono  l' irrazionale  a,  cioè  se 


46  I  -  S  J-  art-  33. 

allora  le  due  classi 

(3)  A'',  A°',... 

(3')  A"', A''  ,... 

dpflnfscono  un  numero  rasiovafe  od  irrazionale. 

Infatti,  se  ^  e  maggiore  di  1  i  numeri  (3)  saranno  iufff 
minori  dei  numeri  {3'),  poiché  i  numeri  a  sono  tutti  minori  dei 
numeri  a';  se  invece  A  ò  minore  di  1  i  numeii  (3)  saranno 
lutti  maggiori  dei  numeri  (3').  Ed  ora  basterà  provare  che  fra 
i  numeri  (3)  e  (3')  se  ne  possono  sempre  scegliere  due  A"  ed  A' 
in  modo  che  la  loro  differenza 

A'  -A' 

riesca  minore  in  valore  assoluto  di  un  numero  positivo  5-  arbi- 
trariamente piccolo.  A  tal  fine  si  fissino  due  numeri  r  ed  s  ab- 
bastanza vicini  fra  loro,  il  primo  fra  i  numeri  a, ,  (7„  . .  ed  il  se- 
condo fra  i  numeri  a',,  a\,..  Allora  non  considerando  che  nu- 
meri a  maggiori  di  r  e  numeri  a'  minori  di  s,  si  avrà,  per  A1>  1: 

A"'  -^"  =  ^"'(1-^—' '') 
<A'  (1-A— ■); 
e  per  j1<  1  ; 

A'  -A'''^A'(l—A'''~') 
<A'(1~A''-'). 

Ma  la  differenza  a'  — a  si  può  rendere  piccola  quanto  si 
vuole,  sicché  per  l'art  57  anche  la  diflFerenza 

1— A"'-" 

sì  può  rèndere  piccola  quanto  sì  vuole.  Dunque  la  differenza 


si  può  rendere  minore  in  valore  assolute  di  qualunque  numero 


1-55,  art  38.  47 

positivo  piccolo  a  piacimento,  cioè  le  due  classi  (3)  e  (3')  defi- 
niscono un  numero.  Questo  numero,  pel  caso  di  a  razionale  coin- 
cide colla  potenza  4",  poiché  A^  sarà  evidentemente  maggiore 
di  tutti  i  numeri  dell'una  classe  e  minore  di  tutti  quelli  dell'al- 
tra. Quindi  un  tal  numero  si  assume  come  definizione  del  sim- 
bolo a"^  per  a  irrazionale,  e  precisamente  per  ^  >  1  si  pone  : 

a<'  =  {a",a'\-,a'\a''\..), 

e  per  A  <.\: 

A''  =  {A''\A'"',-,A'\A'\->). 

Qui  pure  non  sarà  inutile  verificare  che,  posta  questa  de- 
finizione, la  regola  (i),  dimostrata  valida  per  a  e  p  razionali,  si 
estende  era  al  caso  di  a  e  p  qualunque.  Per  fissar  le  idee  sup- 
pongasi -4  >  1 ,  ed 

Si  ha  per  la  data  definizione  : 

a<'=^(a'\a''\-.a'\a''\-) 

Di  qui,  applicando  la  regola  di  moltiplicazione  e  la  re- 
gola (i)  dimostrata  per  esponenti  razionali: 

A*A^  =  (A'^a'\  ^V',..;  ^•'•^"s  A'''a\-) 
=  (A"'**',  4"'**%";  A''^^"',  A''-^\..). 
Ma  per  la  regola  di  addizione  (art.  20), 


1.  -  S  5,  art.  3S-3(> 


lizicne  posta,  i  due  sJmbcli 


per  ogni  numero  razionale  od  irra- 
ppunto  la  regola  (i) 


tutamente  questa  formola  si  deduc; 
di  a  qualunque  : 

ìer  et  e  fi  entrambi  razionali. 


i.  Per  la  detta  regola  (i)  dimostrata 
unque  si  ha: 


A"  •■  rr  (a'); 

e  n"*  : 


-(a'Ì- 


1  -  §  5,  art.  39.  49 

Il  caso  di  p  negativo  rientra  facilmente  in  quello  consi- 
derato. 

Ed  ora  è  facile  provare  che  la  (4)  sussiste  anche  per  p  ir- 
razionale. 

infatti,  sia  il  numero  irrazionale  p  definito  al  solito  dalla 
eguaglianza 

cve  le  b  sono  numeri  razionali. 

Per  l'articolo  precedente  si  ha: 

quindi  anche,  in  virtù  di  ciò  che  si  è  ora  provato  per  le  b  ra- 
zionali : 

cioè  : 

Ma  il  prodotto  a?  può  essere  definito  dalle  due  classi 

oi&i ,    01&2  9  •  •  ' 

(Kf  2  )      (XO  2  ,  •  •  •  ^ 

si  ha  dunque  in  ^gnì  caso  la  formola  (4) 


C.  GarUfrl  e  A.  CApcilU  -  Analiti  algthriea. 


5o  I  -  5  6,  art  40-41 


§  6.  -   Estrazione  di  logaritmo. 

40.  L'elevazione  a  potenza  di  una  base  positiva  a  espressa 
dalFeguaglianza 

(I)  a'  =  b, 

dà  luogo  a  due  operazioni  inverse,  e  cioè: 

1.°  Dati  i  numeri  e  e  b  trovare  il  numero  a  che  soddi- 
sfi alla  (i); 

2.°  Dati  i  numeri  a  e  &  trovare  il  numero  e  che  soddi- 
sfi alla  (i). 

La  prima  però  di  queste  due  operazioni  si  riconduce  fa- 
cilmente a  quella  di  elevazione  a  potenza. 

Infatti,  elevando   ambi   i   membri   della  (i)   alla  potenza 

—  sì  ottiene,  per  l'articolo  precedente: 


a  =  b 


1 

e 


il  che  mostra  come  tale  operazione  sia  sempre  effettuabile  ed 
in  modo  unico. 

41,  La  seconda  operazione  dicesi  esarazione  di  logariinw. 
poiché  ogni  volta  che  sia  soddisfatta  la  (i)  si  dice  che  e  è  il 

logaritmo  di  b  secondo  la  base  a.  Al  simbolo  a'^  non  si  è  at- 
tribuito finora  che  il  significato  di  un  numero  positivo  perfet- 
tamente determinato  ;  pertanto  si  dovrà  supporre  che  il  numero 
dato  b  sia  positivo,  ed  in  tale  ipotesi  cercare  se  esista  un  nu- 
mero e  tale  da  rendere  soddisfatta  la  (i). 

A  tale  oggetto  si  comiiici  dall'  osservare  che,  se  si  indica 
con  r  la  classe  formata  da  tutti  i  numeri  razionali  y  tali  da  avere 

(2)  a^<:b, 

e  con  r  quella  formata  da  tutti  i  numeri  razionali  y'  tali  da  avere 

(3)  aT'>&, 

le  due  classi  r  e  F  individuano  un  numero. 


1  -  S  ^  art  41.  5i 

Infatti,  sup>pDsto,  per  fissare  le  idee,  che  a  sia  maggiore 
di  1,  dalle  diseguaglianze  (2)  e  (3)  si  deduce 

a^      »  >1 
onde 

cicò  ogni  numero  della  classe  F  è  minore  di  ogni  numero  della 
classe  V\  Rimane  ora  a  mostrare  che,  preso  un  numero  razio- 
nale positivo  e  piccolo  a  piacimento,  purché  non  nullo,  si  pos- 
sono sempre  scegliere  i  due  numeri  y  e  y'  in  modo  da  avere 


£. 


A  tal  fine  si  consideri  la  successione  di  numeri 

—  «6  —  £        ^        S         JS         8g 

che  crescono  in  valore  procedendo  verso  destra  e  decrescono 
invece  andando  verso  sinistra.  In  virtù  delFart.  3P,  dato  un  nu- 
mero positivo  A'  grande  quanto  si  vuole,  si  potrà  sempre  de-  • 
terminare  \  intero  positivo  ra  abbastanza  grande  perchè  si  abbia 

e  similmente,  per  \  art.  3.9,  dato  un  numero  positivo  li  piccolo 
quanto  si  vuole,  purché  non  nullo,  si  potrà  sempre  determinare 
r  intero  m  abbastanza  grande  perchè  si  abbia 


« 

Ciò  posto,  se  il  numero  positivo  h  è  maggiore  di  1.  comunque 
sia  grande,  nella  successione 


I  -  S  6,  art  41-42. 


isteranno  sempre  due  termini  consecutivi  a"^  ed  o'"'*""=  tali 
1  avere 

ichè  i  numeri  della  successione  sono  sempre  crescenti  a  par- 
e  da  a". 

E  se  il  numero  positivo  b  è  minore  di  1,  comunque  sia 
xolo,  nella  successione 


isteranno  del   pari  due  termini  consecutivi  a    "    e  a    '""'"  '" 
i  da  avere 

a-l"i.«  <;,<„—«, 

lichè  i  numeri  della  successione  sono  sempre ,  decrescenti    a 
rtire  da  a". 

Nell'un  caso  0  nell'altro  prendendo 

T  =  ±  «s ,      Y'  =  ±  (n  +  1)e  , 
avrà  appunto  in  valore  assoluto 


Dunque  le  due  classi  V  e  P'  individuano  un  numero. 
42.  Ciò  posto,  il  numero 

(r,r')^(Y..T..";  Y'.iT'*,"). 

e  si  indicherà  brevemente  con  e,  soddisfa  all'eguaglianza  (i> 
a'  =  6. 
Infatti,  per  l'art.  38,  si  ha: 
(4)  a'^  =  (a"i'»,  a'i'',-;  a^'*,  a"""*,-)- 


1-56,  art  42-43  53 

D'altra  parte,  poiché  il  numero  b  è  superiore  a  tutti  i  numeri 

ed  inferiore  a  tutti  i  numeri 

esso  potrà  essere  avvicinato  indefinitamente  dai  numeri  di  cn-  . 
trambe  le  classi  r  e  F',  cosicché  si  avrà: 

Di  qui,  confrontando  colla  (4),  si  ha  appunto  : 

a'  =  &. 

43.  Supponendo  ora  che  possa  esistere,  oltre  a  e,  un  altro 
numero 

soddisfacente  alla  (i),  si  dovrebbe  avere 
e  quindi 

qualunque  siano  i  numeri  razionali  d"  e  ^'  delle  due  classi  ri- 
spettive D  e  D'.  Ma  allora  i  due  numeri  5*  e  5"  dovranno  far 
parte  delle  classi  rispettive  F  e  F';  sicché  gli  elementi  della 
classe  2)  sono  tutti  compresi  fra  quelli  della  classe  F,  e  gli  ele- 
menti della  classe  Z)'  sono  tutti  compresi  fra  quelli  della  classe  F'. 
Quindi  con  un  ragionamento  identico  a  quello  fatto  alla  fine 
dell'art.  31  si  conclude  che 

(2) ,  2)') = ^r,  F  ).     • 

Non  esiste  dunque,  oltre  a  e,  alcun  altro  numero  che  soddisfi 
alla  (i),  cioè: 


iste  Kcmpre  un  manero  e  ed  uno  soltanto  die  sta  il 

no  di  b  secondo  la  base  a. 

T  esprimere  che  e  è  il  Icgarilmo  dì  6  nella  bass  a  si 

e —  legò. 

simbclo  log  6  esprime  dunque  per  noi  un  numero  finito 

0  per  ogni  numero  b  positivo  non  nullo. 

Ss  la  base  a  è  maggiore  di  I,  ogni  numero  b  mag- 
],  ha  per  logaritmo  un  numero  positivo,  e  col  crescere 

suo  logaritmo  può  crescere  al  di  là  di  ogni  numero  po- 

rande  quanto  si  vuole. 

/ece  ogni  numero  ii  minore  di  1  ha  per  logaritmo  un 
negativo,  e  col  diminuire  di  ù,  il  suo  logaritmo  può  di- 
ai  di  là  di  ogni   numero   negativo  assegnato,  grande 

si  vuole  in  valere  assoluto. 

:  a  ò  minore  di  1,  accade  il  contrario  :  col  crescere  di  6 

:garitmo  decresce  e  può  divenire  minore  di  qualsiasi 
negativo  assegnato  grande  quanto  si  vuole  in  valore 
;  col  decrescere  di  b  sino  a  divenire  prossimo  quanto 
a  0,  il  suo  logaritmo  cresce  al  di  la  di  ogni  numero 
grande  quanio  si  vuole. 

itto  ciò  si  desume  facilmente  dagli  articoli  41  e  42,  in- 

gli  articoli  32  e  Sii. 
notino  pure  le  eguaglianze 

a'  =a, 
dicono  che: 

logarttmo  di  \.  è  nullo  in  qualunque  base, 
logaritmo  delta  l)ase  è  sempre  eguale  ad  1. 
insieme  dei  logaritmi,  presi  in  una  data  base  a,  di  tutti 
i  positivi  costituisce  il  sistema  di  logaritmi  a  base  a. 
Pel  calcolo  con  logaritmi  presi  in  una  stessa  base  sì 
dcune  regole  fondamentali  che  sono  un"  immediata  con- 
ia di  quelle  pel  calcolo  delle  potenze. 


I  -  5  ^5  art.  45.  55 

Infatti  dalle  eguaglianze 

e  =  Icg  &  , 
(5)  ^ 

e' =  legò', 

che  equivalgono  alle 

a''  =  h\ 
si  deduce,  moltiplicando  e  dividendo  : 

a       —  ì)h\ 

e  — e*  b 

a       --^, 

cioè 

e  -f  C  =  log  {bb% 


C-C'  =  l0gy 


ed  anche,  per  le  (5)  : 


log  b  +  log  b'  =  log  (bb') 

logft  — log6'=:log  — ; 

quindi  : 

//  logaritmo  di  un  prodotto  {di  due  0  ina  fattori)  è 
eguale  alla  somma  dei  logaritmi  dei  fattori. 

Il  logaritmo  di  un  quoziente  è  eguale  al  logaritmo  del 
dividendo  meno  quello  del  divisore. 

Inoltre  dalla 
si  deduce  (art.  30),  qualunque  sia  m  : 

a      =6/    , 

cioè 

cm  =  log  (b^  ), 


56  I  -  S  ^?  ^^^-  45-46.. 


e  per  la  prima  dalle  (5)  : 

mlog&  =  log  (b^); 

dunque  : 

Il  logaritmo  di  una  potenza  è  eguale  alV esponente  mol- 
tiplicato pel  logaritmo  della  base. 

46.  Cangiando  la  base  i  logaritmi  cambiano,  ma  conservano 
valori  proporzionali.  Infatti,  si  abbia 

log  6  =  e 

a 

(6) 

^^  log&  =  c', 

cioè 

(7)  a*  =  & ,    a'^'  =  b. 

Prendendo  i  logaritmi  nella  base  a'  dei  due  membri  della 
prima  eguaglianza,  si  ottiene  : 

e  log  a  ==  log  63 

a'  tt' 

cioè,  per  la  prima  delle  (6), 

(8)  log  a  log  6  —  log  b. 


Questa  eguaglianza  dice  che  i  due  logaritmi  di  un  numero 
qualunque  b  nelle  due  basi  rispettive  a'  ed  a  hanno  per  rap- 
porto il  numero  fisso  log  a,  che  si  dice  modulo  dell'un  sistema 

a' 

rispetto  all'altro. 

Prendendo  invece  i  logaritmi  della  base  a  dei  due  mem- 
bri della  seconda  eguaglianza  (7),  si  ottiene  analogamente  : 

log  a'  log  b  =  log  b  ; 


I  .     5  &»  art.  47.  57 

e  da  questa  eguaglianza  congiunta  alla  (8)  si  deduce: 

ìoga=  , ,. 

a'        log  a' 

a 

47.  Conoscendo  il  logaritmo  di  un  numero  e  il  numero  cor- 
rispondente ad  un  logaritmo,  le  operazioni  di  moltiplicazione, 
divisione  ed  innalzamento  a  potenza  si  riducono  rispettivamente 
a  quelle  di  somma,  sottrazione  e  moltiplicazione.  Ora  si  hanno 
appunto  delle  tavole,  dette  tavole  di  logm^iimU  che  servono  a 
trovare  il  logaritmo  di  un  numero,  ed  il  numero  corrispondente 
ad  un  logaritmo.  Tali  tavole  fanno  conoscere  ordinariamente  i 
logaritmi  che  hanno  per  base  il  numero  10.  Ma  è  chiaro,  dopo 
quanto  si  è  osservato  all'articolo  precedente,  che  esse  si  pre- 
stano altresì  alla  ricerca  dei  logaritmi  secondo  qualsivoglia  base. 


I.  5  7.  art.  4& 


^  ^■  —  Limite  di  una  successione  indefinita  di  numeri. 

48.  Una  successione  indefinita  di  numeri 

a, ,  o, , . . ,  o« ,  ■ . . 

kì  dice  tendere  ad  numero  finito  a,  od  avere  per  limite  a,  se. 
preso  un  numero  positivo  e  piccolo  a  piacimento,  esista  sempre 
un  valore  n  dell'  indice  tale  che  le  differenza 

a  —  a^,  a  — a,^.|)  o  —  ^„J^ti- 

siano  tutte  inferiori  ad  e  in  valore  assoluto.  Quando  ciò  accade 
si  scrive 

lim  a^^a, 

n  =  x 

0  brevemente  : 

lim  0'^=:(I, 

2  si  legge  ;  limite  di  a„ ,  per  n  eguale  all'infinito,  eguale  ad 
a,  0  brevemente  :  limite  di  a,  eguale  ad  a. 
Ecco  qualche  esempio  di  limite: 

1)  Si  consideri  un  numero  decimale  periodico 

0,777 . . . 

Prendendo  uno,  due,  ire,  ecc.  periodi  si  ha  la  successione 
indefinita  di  numeri 

_7      77_    rn         77..  7 

10'  10"  io='"'"To^"' 


2  questa  successione  ha  per  limite  — ■  Infatti  la  differenza 

_7_  _  77.  .7  _  7.10"  -77-7(10-1) 7^_ 

'■'  10"  ft.lO"  ~9.10' 

fa  decr.ìscendo  col  crescere  di  n. 


Inoltre  per  Tart.  32  il  numero  10*  crescerà  indefinitamente 
con  n,  cosicché  la  frazione 


9.10" 


potrà  rendersi  minore  di  qualsiasi  numero  positivo  piccolo  quanto 
si  vuole.  Ciò  significa  appunto  che  il  numero  decimale  perio- 
dico 


0,777 . . . 


7 

ha  per  limite  — . 

y 


2)  Si  consideri  la  successione  indefinita  di  numeri 
6      7      8      9  6+n 


5  '   6  '   7  '   8  '  "'  5-fn 


>    > 


in  cui  n  è  un  numero  intero  positivo;  qui  si  ha 


,.     6  -»-  n      , 

Iimr =  1. 

5  4-n 


Infatti,  la  differenza 


6-\'n  _     _      1 


5  -h  w  5  4-  w 

va  decrescendo  col  crescere  di  w.  Inoltre,  preso  un  numero  po- 
sitivo e  arbitrariamente  piccolo,  si  può  soddisfare  alla  disegua- 
glianza 

'  <. 


5  4- n 


prendendo  per  n  tutti  i  numeri  superiori  a 


1  —  55 

e 


I  -  S  7.  art.  4a 


Ile  successioni 

1_    ì_ 

3  '   4  "' 

1 _1_    _1_ 

2  '        3  '        4'" 

L  i  _1     (zìi)!"' 

i  '  3  '       4  '    '       n 

>o  limite  0,  ma  in  modo  diverso, 
me  indefinita  di  numsri 


ntero  positivo,  ha  per  limite  0,  cioè: 


essione  i  numeri  di  posto  dìspari  sono 
pari  si  possono  avvicinare  a  0  quanto  ^ 
:ddìsfare  alla  diseguaglianza 


i  numeri  interi  superiori  ad  — ,  dove  t  è 

^itrariamente  piccolo. 

i  è  dato  per  mostrare  che  una  succes- 

:  in  sé  anche  il  valore  limite. 

umero  positivo  minore  di  1,  si  ha  per 

lima"  =0. 


I  -  S  7^  art.  48-5d.  6i 


6)  Se  fi,  e,,  53,...  è  una  successione  di  numeri  tali  da 
avere 

lim  e„  =0, 

allora  si  ha,  per  qualunque  numero  a  : 

lim  a  "  =  1 . 

Infatti,  a  motivo  dell'art  37,  si  può  prendere  Tespcnente  e 
abbastanza  piccolo  perchè  la  differenza 

diventi  e  si  conservi  poi  sempre  minore  in  valore  assoluto   di 
ogni  numero  positivo  piccolo  quanto  si  vuole. 

49.  Si  esservi  finalmente  che  esistono  infinite  successioni 

per  le  quali  è  bensì  possibile  soddisfare  alla  diseguaglianza 

per  infiniti  valori  di  m,  ma  non  per  tutti  i  valori  di  n  supe- 
riori ed  un  dato  indice. 

Tale  è,  p.  es.,  la  successione 

la  quale  per  conseguenza  non  ha  un  lirhite  determinato. 

50.  Se  può  prendersi  X  indice  n  in  modo  che  tutti  i  numeri 

siano  maggiori  di  un  numero  positivo  M  da  fissarsi  grande  ad 
arbitrio,  allora  si  dice  che  la  successione  indefinita  di  numeri 

^15  «t»  «3»  "5  ^«5- 


I  -  5  7i  3rt.  5c>-5i. 


ovvero  che  a,  fetide  all'infinito  jtosi- 
in finito  iiositiro,  e  si  scrive  : 


Intende  all' infinito   negatiro   quandi 
lice  n  in  modo  da  avere 

^,<  — Jl/,  a„^i<  —3/,-, 

ositivo  da  fissarsi  grande  ad  arbitrio, 
ipio. 
successioni 


—  3,  ■■ 

3,  — 4,--.  (— 1}"-',!,.. 

:  in  valore  assoluto  ma  in  modo  diverse, 
a  psr  limite  +  <x,  la  seconda  ha  per  li- 
ha  alcun  lìmite. 
iore  di  1  si  ha,  psr  l'art.  32: 

3D,    lim(— a")  —  ~ot. 

mero  positivo  tale  che  lim  £^  —  0  ed  ^ 
si  ha  (art.  44)  : 

■  1 ,      lim  log  Eb  —  —  00 

1,     lim  log  s«  —  +  oc. 

A 

'ssione  indefinita  di  numei-i  non  può 

te  a  due  limiti  diversi. 

le,  a  ed  a'  i  limiti  verse  cui  tende  la 


1-57'  ^r^-  5i-52.  63 


Si  ha  identicamente 

a  —  a'=^{a  —  a  )  —  {a'  —  a  ), 

W  II 

Ma  per  n  abbastanza  grande,  le  differenze  (a  —  a^  ed 

{a*  —  0^^),  in  virtù  dell'  ipotesi,  sono  minori  in  valere  assoluto  di 

qualsiasi  numero  dato  pcoitivc  piccolo  quanto  si  vuole,  e  acca- 
drà altrettanto  di  {a  —  a').  Dunque  (art.  23)  i  due  numeri  a  ed  a' 
devono  essere  eguali. 

52.  L'esistenza  di  un  lìmite  si  desume  dal  seguente  teorema. 

Afiinchè  una  successione  ùidefinffa 

fenda  ad  un  limite  finito  e  determinato,  è  necessario  e  suf" 
fidente  che,  per  ogni  numero  jìosit-ivo  e  piccolo  ad  arbitrio,  si 
possa  determiìiare  un  valore  m  dell'indice  tale  da  avere  sem- 
pre in  valore  assoluto 

(i)  a^,  —  a^.<t 

• 

per  tutti  i  valore  n"  ed  n'  non  inferiori  ad  m. 

Intatti,  se  esiste  un  limite  a,  esiste  pure  un  valore  m  del- 
l'indice  pel  quale  si  ha  in  valore  assoluto: 

^1  ^1 

a-a^<  —  z,    a^«^_^^  <_£,.., 

ed  in  particclcre.  per  n'  ed  n*'  non  inferiori  ad  m  : 

a-a^„<~i,    a  —  a^^K-^z, 

quindi,  in  valore  assoluto: 

Reciprccamente,  verificata  questa  diseguaglianza,  si  co- 
struisca, ciò  che  può  farsi  in  infiniti  modi  facilissimi  (si  veggano 


64  I  -  §  7,  art  52. 

anche  gli  esempi  dell'  art.  48),  una  successione  indefinita  di 
numeri  positivi  decrescenti  : 

tali  da  avere 

lim  E,  =  0 . 

.  Sia  ;»(  r  indice  che  può  farsi  corrispondere  ad  Sj  affinchè  sia 
soddisfatta  la  condizione 

a,„-a„,  <E, 

per  tutti  i  valori  n"  ed  «'  dell'  indice  non  inleriort  ad  mt.  Evi- 
dentemente si  potrà  sempre  ritenere  che  sia 

m,  <  7W,  <  mj<  ■■  ■ 

Ciè  posto,  si  immaginino  costruite  le  due  classi  di  numeri 


esse  individuano  un  numero  {A ,  B).  Infatti,  ogni  numero  della 
prima  classe  è  minore  di  ogni  numero  della  seconda,  poiché  se 

fosse 

si  dovrebbe  avere 

ma  ciò  non  può  accadere  avendosi  in  valore  assoluto  per  r  >  /: 


e  per  r  <  /  : 

fl_   —  0_   <  e 


I  -  S  7"  ^rt-  52-53.  65 

Inoltre,  la  differènza 

i     «^  nj  V     *„  »/ 

fra  numeri  corrispondenti  delle  due  classi  è  ^s»,  che,  a  motivo 
deir  ipotesi,  può  rendersi  piccola  quanto  si  vuole  prendendo  n 
sufficientemente  grande.  Dunque  le  due  classi  A  e  B  indi- 
viduano il  numero  {A ,  B). 

Per  ultimo  dalle  diseguaglianze 


DI  M     ^  ^  .   '      '     ^     »i     •      m 


si  deduce: 

lima^  =  (^,  B), 

poiché,  essendo 

lim  £    =1 0 , 

la  differenza 

(.4  ,  5)  —  a 


m 


può  rendersi  minore  in  valore  assoluto  di  un  numero  positivo 
arbitrariamente  piccolo. 

o3.  11  teorema  deirartìcolo  precedente  equivale  al  seguente 
di  più  semplice  enunciato  : 

Affinchè  una  siiccessione  indefinita  di  numeri  tenda  ad 
un  limite  finito  e  determinato  è  necessario  e  sufficiente  che 
ne  esista  sempre  uno  la  cui  differenza  con  uno  qualunque 
dei  successivi  sia  minore  in  valore  assoluto  di  un  numero 
jjositivo  da  scegliersi  piccolo  a  piacimento. 

Infatti,  se  per  ogni  numero  positivo  -^  e  piccolo  quanto  si 

vuole  esiste  un  indice  m  tale  che  si  abbia 

^  1 
a  —  a    <-r  e. 
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60  I  -  S  7i  art.  53-54 

per  tutti  i  valori  di  n  non  inferiori  ad  ni,  si  avrà  in  particolare 
per  due  valori  qualìsivogliano  n',  n"  non  inferiori  ad  m: 


,<- 


,„<e. 


cosicché  è  anche  soddisfatta  la*  condizione  posta  nel  teorema 
precedente. 
r>4.  Siano 

A  ~  a,,  o, ,  (7j  ,  ",  flit,  ■• 

A'=  a\,a\,  a'g,-,  fl'-,-* 

due  classi  formate  di  infiniti   numeri  atte  ad   individuare  un 
numero 

«  -  (4  ,  ^  ). 

Supponendo  scritti  gli  elementi  della  prima  classe  in  or- 
dine crescente  e  quelli  della  seconda  in  ordine  decrescente,  cia- 
scuna di  esse  forma  allora  una  successione  dì  numeri  che  sod- 
disfa alle  condizioni  volute  affinchè  abbia  per  limite  «.  Si  ha 
dunque  : 

lim  a^  =  a  —  lim  a', . 

Sotto  questo  aspetto  ogni  numero  potrà  riguardarsi  come 
limite  comune  di  due  successioni  indefinite  di  numeri.  Quindi, 
invece  di  individuare  un  numero  colle  solite  due  classi,  si  può 
individuarlo  con  una  sola  classe  di  infiniti  elementi  tale  da  sod- 
disfare alle  condizioni  volute  dall'art.  52  per  l'esistenza  di  un 
limite. 

Di  qui  segue  in  particolare  che  : 

Ogni  numero  irrazionale  è  il  limite  di  una  successione 
indefinita  di  numeri  razionati. 
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Pertanto,  invece  di  individuare  i  numeri  reali  per  mezze 
delle  sciite  due  classi,  si  possono  anche  individuare  per  mezzo 
dì  un'  unica  successione  indefinita  di  numeri  razionali  tale  che 
ne  esista  sempre  uno  le  cui  differenze  con  uno  qualunque  dei 
successivi  sia  minore  in  valore  assoluto  di  un  numero  positivo 
da  scegliersi  piccolo  a  piacimento. 

55,  Se  due  0  pfà  successioni  {in  numero  finWo)  di  numeri 

V|   5       O^y       C/3  ,    .    •    . 

^1 9     ^S  >     ^3  '  •  •  • 


hanno  per  limiti  rispettivi  i  nwìieri  finiti  e  determinati  A, 
By  C, -,  le  successioni 

±a^dtb^±C^±:  -,     =brt,riz&,dbc,  db..,- 

avranno  i  ligniti  rispettivi 

dt^dtJBdbCrt..,    e    ABC-, 

coiè 

La  somma  od  il  prodotto  dei  limiti  di  un  numero  finito 
di  numeri  è  eguale  al  limite  della  somma  0  del  prodotto  di 
essi. 

Infatti,  considerando  per  semplicità  due  sole  successioni, 
preso  un  numero  positivo  s  arbitrariamente  piccolo,  si  può  de- 
terminare un  valore  dell'indice  m  tale  da  avere  in  valore  assoluto 

per  tutti  gV  indici  n  non  inferiori  ad  m.  E  sommando  : 

(drA=fc5)--(d:a„±ftJ<6; 
il  che  dimostra  la  prima  parte  del  teorema. 


>8  1  -  S  7,  art  55-56. 

Si  ha  identicamente 

AB  —  aj>^  —  ^  (B  —  \)  +  6^  (A  —  «»). 

Per  ipotesi,  prendendo  n  abbastanza  grande,  le  due  diffe- 
enze  (B  —  ùa)  e  (A  —  On)  si  possono  rendere  minori  in  valore 
issoluto  di  un  numero  positivo  a  piccolo  quanto  si  vuole  :  inol- 
re,  siccome  le  ba  non  sono  numeri  crescenti  indefinitamente. 
;i  potrà  fissare  un  numero  finito  G  maggiore  di  tutte  le  b. 
Quindi  indicando  con  T  il  valore  assoluto  di  A,  si  ha  in  valore 
issoluto  : 

AB  -  aj>^  <  Tir  +  (73 . 

scegliendo  adunque  3  in  modo  da  avere 

T?  +  Orj 

ninore  di  un  numero  positivo  e  piccolo  a  piacimento,  si  ottiene  : 

AB  —  ab^<,  z, 

:  questa  diseguaglianza  mostra  che  AB  è  il  limite  della  sue- 
:essione 

Considerando  poi  un  numero  finito  m  di  successioni  eguali 
ra  loro,  si  vede  che  : 

Se  fi 

lim  a   —A , 
\  pure 


56.  Se  per  ogni  valore  dell'  indice  n  il  numero  a.  rtmatìe 
■empre  cotnp'^eso  fra  due  numeri  a^  ed  a\  che  tendono  ad 
ino  stesso  limite  a,  si  avrà 


I  -  S  7.  ^t.  56-57.  69 

SÌ  ha  infatti  per  ipotesi: 

^«  =  «n  +  ^K-«»X 

dove  6  è  una  frazione  propria  compresa  fi-a  —  1  e  4- 1.  Quindi, 
essendo 

lim(a'^  — a^)  =  0, 


si  avrà  per  l'articolo  precedente: 


lim  or^  :rr  lim  rt,  =  a. 
57.  Se  le  due  successioni 

O^y      é7j5       Ùr^*    .    .    , 

^1  >     ^15     ^3  3   •  •  • 

Iiannoper  limiti  rispettivi  i  nuìneri  finiti  e  determinati  AeB, 
e  se  inolire  B  non  è  nullo^  la  successione 

Oi     ff,     ^3 

—    —    — — >  •  •  • 
^     h     h 

avrà  per  limite 

A 

cioè  : 

Il  quoziente  dei  limiti  di  due  numeri  è  eguale  al  limite 
del  loro  quoziente. 

Infatti  si  ha: 

A_      ^  _  ^&«  —  Ban 
B  •    bH  ~       Bbn 

^A(bn—B)'^B(an'-A) 

■"  BÒn 

Ma  essendo  B  non   nullo   per  ipotesi,  si  potrà  assegnare 
un  numero  positivo  P  non  nullo  minore  in  valore  assoluto  di  B 


70  I  -  S  7'  3rt.  57-58. 

e  di  tutte  le  6.  Inoltre,  prendendo  «  sufficientemente  grande,  le 
uè  differenze  (B  —  6„)  e  (A  —  a^)  si  potranno  rendere  minori 
1  valore  assoluto  di  un  numero  positivo  j  piccolo  quanto  si 
uole.  Dunque,  indicando  con  A  e  li  i  valori  assoluti  di  A  e  B, 
i  ottiene  in  valore  assoluto  : 

B       bn      ^         F*        ■ 
Scegliendo  quindi  a  in  modo  da  avere 

1  +  ~B        ^ 
— pt —  "  <f> 

ove  E  sia  un  numero  positivo  piccolo   a  piacimento,  si  potrà 

crivere 


questa  diseguaglianza  dimostra  il  teorema. 
58.  Se  le  due  successioni 


anno  j)er  limiti  ì'ispelltoi  i  numeì-i  finiti  e  detcnninafi  a  e  b, 
i  successione 

»,         h, 
a,    ,  o,   , . . . 

vrà  }}€)'  limite 


lim  a   =:a,    lim  h^^ì>, 
ara  pure 


I  .  S  7»  art-  58.  71 


Si  ponga  infatti,  per  a  >  0  : 


n  fi 


cosicché 


limar    =1,     limS   =0. 


Sì  avrà 

Ora  si  ha  (art.  48,  (6)  )  : 

lima  "  =  1. 

■ 

Inoltre,  potendosi  sempre  scegliere  due  numeri  interi  fissi 
m  ed  m'  comprendenti  fra  loro  tutti  i  numeri  &  -f  p« ,  si  avrà 
che  il  numero 


sarà  sempre  compreso  fra 


a      ed     a    . 


Ma  per  gli  articoli  precedenti  si  ha: 


lim  cT  =  lim  a   lim  or    lim  cu    ••  —  1 

«  «  n  n 


lim  of*  ==  lim  OL   lim  a    lim  a    ••  =  1 , 

»  m  »  n  ' 


quindi  (art.  56): 


lima       *  =  1, 


opperò  la  (1)  dà 

lim  a^  =  lim  (  a^  ^«)  lim  a^-  X  a  , 


I  -  S  7.  art.  j> 


lim  a'  —  a. 

Chiuderemo  questo  paragrafo  con  due  applicazioni  dei 

precedenti. 

i)  Dall'egualianza  facile  a  verificarsi: 


fab 


ne,  per  a  e  6  positivi  ed  a  >  6  : 

(IH- 1)  6"  <  ^^-^^ <(n+l)a". 

cendo  a  =  6  +  1    e    6  ^  1,  2,  -,  A,  si  ottiene  di  qui  : 

(»+!)!"  <2'"*''— I"*' 
(n  +  l)2"  <3"*^  — 2""^' 

(n  +  1)  A"  <  (A  +  1)-^'  —  ?,"*'; 
ali  sommando  : 

(n  +  l){r+a"  +  .  +A")<(a  +  1)"*— 1. 
I  analogo  si  trova: 

(n+l)(r+2"  +  .  +/(■)>  A"*', 
rtanto  si  avrà  ; 

-  ?•+'•  +  L+Jì.  — L_  r/i + ±f  *'  _  j_i. 


I  -  S  7^  art.  59.  73 


Ora  è  facile  vedere  che 

n-4-1 


-[(-^r-T-y-^ 


•     * 


dunque  per  Tart.  56 


j.^  1-4-2-  +  .+.-  1 


b)  Se  a  e  ^  sono  numeri  posiiici^  si  ha  che 
lim  ^L^'LtJ^  (o»-4-2)-.(«  +  n) 


^  nw//o  orf  infinito  secondoche  «  ^~^  p. 


Infatti,  per  qualsiasi .  numero  intero  positivo  h  maggiore 
di  1  e  per  ogni  numero  positivo  w,  si  ha,  per  lo  sviluppo  della 
potenza  di  un  binomio  : 


(1  -f  w)*  >  1  -h  hu, 


cssia 


1  H-w       \1  -hhu) 
Neir  ipotesi  di  a  <  p,  e  di  a  +  r  >  0,  si  ponga  per  u  il  numero 

a  +  r' 
Si  ottiene  così  : 


p4-r^  U-i-r  +  /i(p  — a)J 


1 

h 


74  I  -  S  7^  art.  59. 

e  a  foriiori^  prendendo 

=     1 


h 


P^a 


P  +  r 


[oc  4-  r  -f  1 J 


Dando   ad  r  successivamente  i  valori  0,  1,  2, . . ,  n ,  moltipli- 
cando le  diseguaglianze  ottenute  e  riducendo,  si  ottiene  di  qui: 

1 

a  («  +  1)  («  +  2)  ••  («  +  n)       /        a        \  * 


PO 


+  !)(«  +  2)  ••  (o  +  ri)       /        a \  * 


Il  primo  membro  è  sempre  maggiore  di  0,  ed  il  secondo 
ha  per  limite  0  per  «=00;  quindi  per  l'art.  56  si  avrà: 

lim  «(«  +  l)(«  +  2)  ••(«  +  «)  _  0 

Il  caso  di  a  >  p  si  riduce  al  precedente  osservando  che 
«(«  +  l)(a  +  2)..(a  +  «)  1 


p  (fi  + 1)  (Jl  +  2)  ••  (^  +  n)       p  (g  +  1)  (p  +  2)  "  (3  +  n)  5 

a  («  +  l)(a  +  2)  ••(«  +  «) 

donde  si  vede  che  il  primo  membro  ha  per  limite  4-«. 


I  -  5  8'  ^^'  60-61.  75 


S  8.  —  Frazioni  continue. 

60.  Fra  gli  infiniti  medi  secondo  i  quali  un  numero  irrazio- 
nale può  rappresentarsi  come  limite  di  una  successione  indefinita 
di  numeri  razionali  (art.  54)  uno  dei  più  importanti  e  caratte- 
ristici consiste  nella  rappresentazione  per  mezzo  di  una  cosi- 
detta  frazione  continua.  Sarà  utile  pertanto  di  esporre  i  punti 
principali  della  teoria  di  queste  frazioni. 

Si  chiamano  frazioni  continue  le  espressioni  della  forma 


1  ' 
a+  — 


1 


1 


a,-h 


in  cui  a,  a,,  tìr^,  «3,...  sono  numeri,   in  numero  limitato  0  ncv 
tutti  diversi  da  0,  salvo  il  primo  a  che  può  essere  anche  nullo. 
Questo  algoritmo  aritmetico  si  suole  pure  rappresentare 
cella  scrittura 


/l      1      1       \ 


61,  Le  espressioni 


1  1  1 


«-f— ,      «H ;-,      a -k- 


a:     ^  '           1   >      -  ^  1 

«1  H «1-1- 


«3 


si  dicono  rispettivamente  la  prima,  secomla,  terza, . . .  ridotta 
della  frazione  continua 


«+(i'i'-> 


76  I  -  §  8,  art.  61-62. 


In  generale,  la  ridotta  di  ordine  h  si   ottiene  trascurando 
nella  data  frazione  i  (enìiini  successivi  ad  a^ 

1  1 


È  anche  opportuno  di  chiamare  ridotta  di  ordine  0  il  primo 
numero  a. 

62.  11  procedimento  più  naturale  per  avere  il  valore  di  una 
ridetta  di  ordine  assegnato  consiste  nel  sommare  T  ultima  fra- 
Ssione  parziale  col  denominatore  della  precedente,  e  risalire  pei 
di  mano  in  mano  fino  alla  prima.  Ma  si  può  rendere  meno  la- 
borioso questo  calcolo  ricercando  la  legge  con  cui  dalle  prece- 
denti ridotte  si  possono  formare  le  successive.  Si  ha  intanto 
per  le  prime  ridotte  : 

a  1       aa,  -f  1 

a  =— ,     a-\ —  — *  — , 

1  tì'i  «1 

1  a^ 


1  a,a^  -f  1 

_  aa^a^  -^  a-^  a^ {aa^  -f  1  )  a,  -f  a 

"       a^a^  -f  1       ~        «j^,  -Ti 

Si  verifica  così  per  la  seconda  ridotta  la  legge  seguente, 
che  si  dimostra  essere  valida  anche  per  le  successive  : 

Ciascuna  di  queste  frazioni  j/aò  formarsi  moltiplicando 
i  due  termini  della  precedente  pel  denominatore  della  fra- 
zione parziale  a  cui  si  arresta,  e  sommando  termine  a  ter- 
mine la  frazione  ottenuta  con  quella  che  precede  di  due  posti. 

Infatti,  sia  —  la  frazione  che  dà  il  valore  della  ridotta  di 

ordine  h.  Se  fino   a  questa  frazione  la  legge  si  verìfica^   si 
deve  avere: 


I  -  5  8,  art.  62-63.  77 


Ma  la  ridotta  successiva  a  -—  si  ottiene  da  questa  ponendo 
in  luogo  di  a^  la  somma  a^  -f .  Si  avrà  dunque  : 


0*^1  «**1  («A  ^A_l  +  <?A_2)  +  «A-l    ' 

od  anche,  in  virtù  della  legge  supposta  valida  fino  alla  ridotta 
di  ordine  h  : 


Ma  la  legge  enunciata  vale  per  A  ~  2,  quindi  essa  vale  anche 
per  //  =  3,  4  5 . . . ,  cioè  è  generale. 

63.  La  differenza  fra  due  ridotte  consecutive  è  eguale  ad 
una  frazione  che  ha  per  numeratore  =ii  1  e  per  denomina- 
tore il  prodotto  dei  denoyninatori  delle  due  ridotte. 

Infatti,  per  l'articolo  precedente  si  ha; 


Ph^'^hPh-x  +  Ph- 


% 


^a-«'aO,_,  +  Oa_2, 


donde,  moltiplicando  rispettivamente  per  0^^^^  e  per  —  Pf^^^ 
e  sommando  : 


quindi,  dividendo  per   0^0^  _j. 


P        P  P        0        —  P        0 

0,     o»_,~"  o,o,_, 


78  I.  S  8,  art.  63-Ò4. 


Se  si  pone  in  generale: 

P        P     , 

n  fi  — 1  A 

la  relazione  precedente  può  scri\'ersi  : 

Cambiando  qui  h\nh  —  1,  A  —  2, . . .  fino  a  2,  ed  osservando  che 

A,  =— ,    Oo  =  l,    0,  =  o,, 

si  deduce  per  via  di  moltiplicazione: 

*-i        1 


(j)  A,  =  (-l)' 


0*  ^H-X 


il  che  esprime  quanto  si  è  enunciato. 

64.  \y  ora  innanzi  si  supporrà  che  i  numeri  o^  a^,  fl^j , . . . 
siano  tutti  positivi  ;  anzi  si  supporrà  che  esista  un  numero  fisse 
positivo  a  diverso  da  0  tale  da  avere  per  ogni  valore  dell'  in- 
dice n 

Tv 

Dalla  legge  di  formazione  delle  ridotte  risulta  che  P^  g  0^  seno 
in  tale  ipotesi  numeri  positivi,  ed  inoltre 

t 

Ciò  premesso  si  ha,  per  la  formola  (2)  : 


\=(-i) 


h^l 


0  0 


h— 2  _ 

A  — 1  ^A-.2 


I  -  5  8,  art.  64-65.  79 


dalle  quali  sommando: 


(3) 


V  espressione  fra  parenlesi  è  certamente  eguale  ad  un 
numero  positivo,  poiché  0^  è  maggiore  di  O^^^.  quindi  il  se- 
condo membro  della  (3)  è  di  segno  opposto  al  secondo  mem- 

bro  della  (2).  Pertanto  la  ridotta  —  sarà  compresa  fra  le  due 

P  P  P 

A  — 1  A— 2  h      1 

consecutive  — e  ^r — .  Del  pari  si  prova  che  -r è  com- 

^A— 1      ^A— 2  ^A— 1 

P  ^  ^ 

presa  fra  — ^ —  e  -^ —  ,e    così  via  ;  dunque  : 

'^A— 2      ^A— 3 
Ogni  ridotta  è  sempre  cmnpresa  fra  due  cmsecutive  di 
ordine  minore. 

65.  Dalla  formola  (2)  si  deduce  che  i  numeri  A,,  Aj,  A3... 
seno  alternativamente  positivi  e  negativi  e  sempre  decrescenti 
in  valore  assoluto,  poiché  le  Oo,  ©u  O?,...  formano  una  suces- 
sione  di  numeri  sempre  crescenti.  Inoltre,  ponendo 

P^ 

—  =  If^,       a  =  /?^  =  Ao, 

^A 

dalla  identità  : 


*o  =  Ao 

si  ottiene  per  via  di  somma  : 

(4)  J?*  =  A,+  A,  +  A,  +  -  +  A», 


I  -  5  8,  art.  d 


!_  +  .  +  (-')'"'. 

noia  (I)  il  valore  a^  Q,,_i  +  ^^^ì  ** 


fFerenze 

•  A,.  A.,... 

iecrescendo  in  valore  assolute.  Incltre, 
illimitata,  si  ha  : 


<*ft-l<^fc-2  "^  ^A-B 


n  valore  assoluto  : 

)4),  si  può  sempre  fissare  un  numer: 
),  minore  di  tutte  le  a,  a,,  fl,,--' 


I  -  S  8,  art.  66-67.  81 


Di  qui,  cambiando  h  in  A  +  1,  ^  +  2,-,  h  +  s,  e  ponendo  per 
brevità  : 


si  deduce  in  valore  assoluto 

•  •  •  • 

e  moltiplicando  tutte  queste  diseguaglianze  membro  a  membro  : 

Ma  p  è  un  numero  positivo  minore  di  1 ,  quindi  (art.  48,  5**) 

^*  tende  a  0  col  crescere  di  s,  ed  altrettanto  accadrà  per  le  dif- 
ferenze A,  cioè,  si  avrà  come  si  è  affermato  : 

lim  \  ^-  0. 

A 

67.  Considerando  sempre  il  caso  di  una  frazione  continua 
illimitata  colle  ridotte  costituenti  una  successione  indefinita  di 
numeri  positivi 

si  ha,  per  la  formola  (4): 

^2A+.  —  ^2h  =  ^«ah-1  ■*■  ^2»+2  "^  •  ■*■  ^2*4-.- 
Il  secondo  membro  è  sempre  compreso  fra  i  due  numeri 

ìh-hl    ^       2*^-1  "^  ^2ft-»- 2' 

essendo  le  A  alfernativamente  positive  e  negative  e  sempre 
decrescenti  in  valore  assoluto  (art.  65). 

il,  Qtrblerl  e  A.  Capelli  -  AnaliH  algelHca,  6 


1-58,  art.  ò;-69. 


abbastanza  grande  per  avere  in 
ncn  nullo  piccolo  quante  si  vucle: 

re  assoluto  per  tulli  i  satoi'i  del- 

-^ìk<   ^• 
cessione 

all'articolo  53  per  l'esistenza  di  un 
Linque,  nel  supposto,  delle  Oj,  a,,.. 

ione  con/inua  indefinila  hanno 
fo.  Questo  limile  dicesi  il  valore 

rrà  che  ì  numeri  a,  Oi-  a^...,  siano 

ogni  ridotta  sarà  eguale  ad  un 

rà  essere  limitata  o  illimitata.  Se 
a  dìcetìi  il  valore  della  frazione 

limitala  ha  per  valore  un  nu- 


positivo  può  sempre  rappreseti' 
ma  frazione  continua  limitata. 


1  -  S  8,  art.  69.  83 


Infatti,  un  numero  razionale  positivo  può  mettersi  setto  la 
ferma —  con  m  ed  m^  interi  positivi  primi  fra  loro.  Siano 


771^ 


Tfi.,  w„,..,  m-,  1 


i  resti  successivi  ottenuti  applicando  il  noto  precedimento  del 
massimo  ccmun  divisore  ai  due  numeri  m  ed  m^  siano 

i  quozienti  delle  successive  divisioni;  Tultimo  resto  sarà  ],  pci- 
chè   ?n  ed  w?,  sono  numeri  primi  fra  loro. 

Si  ha  quindi  la  serie  delle  eguaglianze: 

7ìì^  izz  m^a^  -f  m^ 

•  ■  ■ 

m     ^=zm  a    ,  +  1    . 

r  —  1  r    r— 1 

Di  qui  : 


•  . 


9 


ra  .1  .1 

m.  w.  .     1 

— ^  a^-¥  — 

cioè  il  numero  razionale  —  e  esprimibile  cella  frazione  conti- 
nua  limitata 


a -hi—,  — 5  -, ,   — I 


Inoltre   esso  non  potrà  esprimersi  con   un*  altra  frazione 
continua 


&  + 


(vi')' 


84  I  -  S  8,  art.  óq-Tk 


Ed  invero,  poiché  6  dev'essere  il  massimo  intero  contenuta 
in  — ^  esso  non  può  differire  da  a,  cosicché  dovrà  aversi  Tegua- 
glianza 

quindi  anche  l'eguaglianza  fra  le  frazioni  reciproche 

'>Hi:  i-h^>-i^  {■■■)■ 

Ma  a^  é  evidentemente  il  massimo  intero  contenuto  nel 
numero  rappresentato  dal  primo  membro  di  questa  eguaglianza, 
e  &i  il  massimo  intero  contenuto  nel  numero  rappresentato  dal 
secondo;  pertanto  dovrà  essere  a^  —  &i,  e  così  via. 
70.  Dalla  formcla  (2)  si  deduce 

la  quale  mostra  che  P^  e  0^  devono  essere  numeri  primi   fra 

loro,  poiché  se  essi  ammettessero  un  divisore  comune   intera 
diverso  da  1,  questo  dovrebbe  dividere  anchejl  secondo  mem- 

bro,  cioè  =i^  1,  il  che  è  assurdo.  Quindi  la  frazione  —  é  irredu- 

n 

cibile;  di  qui  il  nome  di  ridotta  dato  a  tale  frazione. 

77.  Supponendo  ora  che  la  frazione  continua  sia  illimitata, 
il  suo  valore,  definito  air  articolo  67,  come  il  valore  limite  delle 
sue  ridotte,  sarà  in  tal  caso  necessariamente  un  numero  irra- 
zionale. Infatti  se  la  frazione  illimitata 

1      1 


«  +  (  — ,   — >  ••  \ 


fosse  eguale  ad  un  numero  razionale,  cioè  ad  una  frazione  con- 
tinua limitata 


64- 


^T^'T-y 


1-58,  art.  71-72.  85 


si  dimcstrerebbe,  come  all'articolo  69,  che 

1  r        ^      n  «r      n  -f- 1  '      fi  -♦-  f  ' 

€  la  frazione  preposta  sarebbe  limitata  contrariamente  al  sup- 
posto. 

72.  Reciprocamente: 

Un  numero  ir*ra.zionale  positivo  può  rappresentarsi  sem- 
pre ed  in  modo  unico  con  una  frazione  continua  indefinita. 

Infatti,  sia  m  un  numero  positivo  irrazionale,  e  si  ponga 

.1                       .1  1 

fn  =  a-\ ^     m,  =  «i  H ,    m,  =  a^  -♦- 


?/ll  '  "  m,  *  '  Wlg'  ' 


dove  a,  Oj,  a,,.,  sono  i  massimi  interi  contenuti  in  7n,  m,,  w,,.. 
rispettivamente.  Il  primo  di  questi  numeri  può  essere  nullo,  ma 
ciascuno  dei  seguenti  non  può  essere  inferiore  ad  1. 

Ora,  essendo  m  un  numero  irrazionale,  dovranno  essere 
tali  anche  i  numeri  m,,  ?;?,,  m^,"\  poiché  se  uno  di  questi 
fosse  razionale  sarebbero  tali  i  precedenti  ed  w.  Dunque  la 
frazione  continua 


così  ottenuta  è  indefinita.  È  poi  facile  vedere  che  il  limite  delle 
sue  ridotte  è  precisamente  m. 
Ed  invero,  si  può  scrivere 

1 
7n  =  a  -i 


1 

«1  4- 


«,  -f 


1 

4-  — 


•»      m 


»-hi 


dove,  come  si  è  osservato,  m    .  ,  dovrà  essere  un  numero  irra- 
zionale. 


86  I  -  S  8,  art.  72. 

Ora,  in  virlù  della  legge  di  formazicne  delle  ridette,  si  hs^. 

conservando  le  solite  nctazicni  : 


„,   «'...-p.+n-, 

>».*.  «»+".->' 

da  cui 

P,_,  -»>0„_, 

"  -*■  '        ?iiO^  —  P_         ' 

::ssia  : 

0                     m  —  R 

o_     '»,*>      ^  _„.  • 

;i  primo  membro  di  questa  eguaglianza  è  positivo,  quindi  i  due 
lermini  della  frazione  del  secondo  membro  dovranno  essere 
lello    stesso  segno,  cioè  m  dovrà   essere  compreso  fra   If    ed 

Si  ha  dunque  intanto  che  : 

//  mimerò  m  è  compreso  fra  due  ridalle  successlcc  guaff- 
i  cogitano. 

^\a  in  virtù  dell'art.  66  le  due  ridette  R^  ed  ■R„_,  pcs- 
iono  farsi  differire  fra  loro  di  quanto  poco  si  vuole  purché  si 
prenda  n  abbastanza  grande  ;  dunque  per  n  abbastanza  grande 
e  differenze 

iono  tutte  inferiori  in  valore  assoluto  ad  un  numero  positivo 
irbitrariamente  piccolo,  cioè;. 


ZA  ora,  seguendo  la  stessa  via  tenuta  negli  art.  69  e  71,  si 
ìroverebbe  che  il  numero  razionale  ni  non  può  rappresentarsi 
:he  in  un  solo  modo  per  mezzo  di  una  frazione  continua  inde- 
inita. 


1-58,  art  73-74.  87 

73.  Questa  rappresentazione  dei  numeri  in  forma  di  frazione 
continua  ò  molto  importante,  poiché  permette  di  distinguere  ì 
numeri  razionali  dagli  irrazionali  per  mezzo  della  semplice  for- 
ma della  frazione  che  può  essere  finita  0  indefinita;  ciò  che 
non  accade  nella  ordinaria  rappresentazione  dei  numeri  sotto 
forma  di  frazioni  decimali.  Infatti  un  numero  negativo  si  può 
riguardare  come  somma  di  un  numero  intero  negativo  e  di 
uno  positivo  ;  quindi  in  ogni  caso  un  numero  razionale  qua- 
lunque è  rappresentabile  con  una  frazione  continua  finita,  e  re- 
ciprocamente ;  ed  ogni  numero  irrazionale  è  rappresentabile 
con  una  frazione  continua  indefinita,  e  reciprocamente. 

74.  Una  ridotta  è  un  valore  della  frazione  continua  ap- 
2/9*ossimato  j)cr  meno  di  1  diviso  pel  quadrato  del  denomina- 
tore della  ridotta  medesima. 

Infatti,  dalla  formola  (2) 


considerando  che   0    è  minore   di    0  ^ , ,  si  deduce  in  valore 

ti  n  +  1  ' 

assoluto  : 


R    .  ,  — i?  z=  A 


n 


•  -H"^    Q 


1 


Quindi,  per  Tart.  72^  si  avrà  a  fortiori  in  valore  assoluto 

n 

dove  R  indica  il  valore  della  frazione  continua;  e  ciò  dimostra 
appunto  quanto  si  è  asserito. 

Di  qui  una  regola  per  formare  una  ridetta  che  differisca 
da  R  per  meno  di  un  numero  positivo  e  arbitrariamente  pic- 
colo. Infatti,  poiché  le  Q  vanno  sempre  crescendo,  si  potrà  de- 
terminare l'indice  n  in  modo  da  avere: 


1  -  S  8,  art.  75-76. 


^  allora  si  avrà  a  fOi'iiOìH 


7.5.  Riassumendo  si  conclude  che: 
a)  Le  ridotte  di  posto  pari 


sono  tutte  minori  di  ^  e  formano  una  successione  di  numeri 
positivi  continuamente  crescenti. 

ti)  Le  ridotte  di  posto  dispari 

ff,,    i?j.    /i",,  •• 

sono  tutte    maggiori  di  W  e  formano  una  successione  di  nu- 
meri positivi  continuamente  decrescenti. 

Queste  due  successioni  sono  finite  se  7?  è  un  numero  ra- 
zionale, e  indefinite  se  R  è  irrazionale.  In  quesf  ultimo  caso  si 
può  scrivere: 

R  =  {R„,    ff„    R„  ■■  ;  Rt,    R3,    R-,-  ■■) 

:,  che  è  lo  stesso  : 

lim  R    =R, 

76.  Per  ultimo  applicheremo  ie  frazioni  continue  alla  ri- 
:erca  delle  soluzioni  intere  di  una  equazione  di  primo  grado  a 
due  incognite 

'  aj;  +  bi/  —  e, 

dove  a,  à,  e  sono  numeri  interi  dati  positivi  0  negativi. 

Affinchè  quesf  equazione  ammetta  soluzioni  intere  biso- 
gna evidentemente  che  il  massimo  comun  divisore  di  a  e  A 
divida  e.  Per  risolvere  quindi  la  questione  proposta  basta  con- 
siderare un"  equazione  della  forma. 

me  -H  «y  ~  h, 

dove  in,  n,  h  sono  numeri  interi,  positivi  0  negativi,  ed  inoltre 
m  ed  n  sono  primi  fra  loro. 


I  -  S  8,  art.  76.  89 

Si  indichino  con  e  ed  g»  i  segni  dei  due  nunìeri  m  ed  w, 
cosicché  sm  ed  e'n  sono  numeri  positivi;  e,  col  noto  metodo,  si 
immagini   sviluppato  in  frazione   continua  il  numero  razionale 

positivo  -7—.  Esprimendo  con  — ;-  la  penultima  ridotta  si  avrà, 

per  l'art  63: 

tmn'  —  t'nm'  =  ±  1 , 
quindi  : 

m  (=t  zn'h)  4-  n  (hf  e'mVi)  =  h, 

che  confrontata  coir  equazione  proposta  mostra  che  essa  am- 
mette almeno  una  soluzione,  poiché  essa  rimane  soddisfatta 
ponendo 

X  =^±  tn'h 

j/=:zp  t'm'h , 

dove  i  segni  superiori  ed  inferiori  sì  corrispondono  fra  loro. 

Indicando  con  oc^  ed  t/o  ^^'®  soluzione,  la  equazione  data 
può  scriversi  sotto  la  forma 

fìix-hny  =  mXf^-hnyQ, 

cioè 

onde  m  dovrà  dividere  il  prodotto  n  (y^  —  y).  Ma  m  è  primo 
con  w,  quindi  il  numero  (i/q  —  y)  dovrà  essere  della  forma 
7nM,  con  M  intero  positivo  0  negativo.  Di  qui: 

y  =  1/0  —  ^K 
e  dalla  precedente: 

a?  =  a?Q  4-  nM, 

Dunque  tutte  le  soluzioni  intere  della  data  equazione  sono 
comprese  nelle  formole 

X  ==±n'h  -f  fiM 
y  =  zp  m'h  —  mM^ 

dove  M  può  prendere  ogni  valore  intero  positivo  nullo  0  ne- 
gativo. 


I  -  S  9.  art.  77. 


f,  9.  —  Serie  e  termini  reali. 


77.  Conservando  le  notazioni  usate  per  le  frazioni  continue. 
-  ft  il  valore  di  una  frazione  ccntinua  illimitata 


»,,  i, ...  le  differenze  fra  le  ridette  successive  J?„  fl„  Bj,.-- 
ha: 

■ff,  =  Ai.+  Al 

7?,  =  io  +  A,  +  A, 


incltre  {art.  61): 

lìm  ff^  —  R. 
può  quindi  scrivere 

-e  e  È  un  numero  cht  per  un  valore  abbastanza  grande  di 
:  per  tutti  ì  valori  successivi  si  ccnser\-a  minore  in  valere 
eluto  di  un  numero  positivo  scelto  arbitrariamente  pìcce!:; 
la  cioè: 

lim  E_  —  0. 

?  si  sud  esrMÌmere  più  semplicemente  colla  scrittura 

R  =  ^^+  \  +  \  +  - 

riandò  indeterminato  il  numero  dei  termini  della  somma:  e 
:sta  scrittura  deve  riguardarsi  come  un"  abbreviazione  dei- 


fi -lim  (A^+A,H l-A,). 


1-59'  ^rt.  78.  91 

78.  Reciprocamente,  sia 

una  successione  indefinita  di  numeri  alternativamente  positivi 
e  negativi  tali  che  i  loro  valori  assoluti  non  crescano  successi- 
vamente e  finiscano  per  differire  da  0  quanto  poco  si  vuole, 
cioè  si  abbia 

limA   =0. 

n 

Allora  esisterà  sempre  un  numero  finito  R  tale  da  avere 

i?=lim  (Ao-f  A^-h.  +  An). 

Si  ponga  infatti 

* 

e  si  considerino  le  due  classi  di  numeri 

Se,  per   fissar  le  idee,  si   suppone  A^  positivo,  i  numeri  della 

classe  S  saranno  minori  di  quelli  della  classe  S\  Inoltre  si  po- 
tranno  sempre  trovare  due  numeri  S.  ed  S^      ,  Y  uno  della 

prima  classe  e  l'altro  della  seconda,  la  cui  differenza 

sia  minore  in  valore  assoluto  di  un  numero  positivo  preso  ar- 
bitrariamente piccolo,  perocché  si  ha  per  ipotesi 

lim  A   =  0. 

Dunque  le  due  classi  S  'ed  S'  definisccnc  il  numero 

(5,,    53,    S^,  "jSo,    S^,    5,,  ••)• 


I  -  S  9.  art.  78-79- 


sto  numero  può  essere   avvicinato  quanto  si  vuole  dai 
delle  due  classi  S  ed  S',  quindi  si  ha  (art.  54)  : 

limS^=(S,,    5,,    5,,-:.    So,    S^,    S,,-). 
Dme  doveva  dimostrarsi  : 

J]m(A,  +  A,+  .  +A„)  =  (S,S'). 
inque,  quando  una  successione  indefinita  di  numeri 
K    A,.    A,,  ■. 
alle  dette  condizioni,  la  somma 
A.  +  A.  +  A,+  .-, 

composta  di  infiniti  addendi,  ha  significato  di  numero 
determinato. 

Data  ora  in  un  modo  qualunque  una  successione  inde- 
numeri  w,,m,,  «,,  ■■  ,  si  chiama  serie  l'aggregato 


to  di  infiniti  addendi. 

primo   aspetto  parrebbe  che  una  tal  somma,  essendo 

di  infiniti  addendi,  non  potesse  esprimere  un  numero 
determinato  :  ma  dall'esempio  dato  sopra  si  vede  come 

casi  sia  possibile  di  dare  un  significato  preciso  di  nu- 
fiito  e  determinato  anche  ad  una  somma  di  infiniti  ter- 
I  tali  casi,  cioè  quando  una  tale  espressione  rappresenta 
lero  finito  e  determinato  nel  senso  ora  spiegato  pa  la 

somma 

A,  +  A,+  -.  , 
si  dice  convergente. 
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Cicè,  se  si  pone 

S  =  v.  +  V,  4-  •  -hit   , 

la  serie 

t/j  +  t/,  4-  •• 

si  dice  convergente  quando  per  n  crescente  mdefinitamente 
la  sotnma  S^  tende  ad  un  limite  finito  e  determinato  S, 
onde  si  ha  : 

lim  5r  =5. 

n 

11  =  00 

Questo  limite  si  dice  somma  della  serie 

Wi  4-  i^2  +  ••  5 
e  si  scrive 

S=  t/,  -f  v,  -+■  •• 

Essendo  illimitato  il  numero  dei  termini  di  una  serie,  è 
necessario  che  si  ccncsca  il  mcdo  0  la  legge  con  cui  fermare 
i  medesimi,  cicè  si  dovrà  saper  calcolare  il  termine  generale 
u    della  serie. 

n 

80.  In  base  alle  denominazioni  ora  introdotte  il  teorema  del- 
l'art. 78  può.  enunci  arsi  anche  così: 

Una  serie  a  termini  alternativamente  positivi  e  nega- 
tivi non  crescenti  in  valoì^e  assoluto  e  tendenti  a  zero  è  con- 
vergente. 

Per  es.,  è  convergente  la  serie 

e  la  sua  somma  è  compresa  fra  i  numeri 

,,15         7      47        37 
leu  — ,   —  e  — .   —  e  — ,  ecc. 
2  '    6        12'   60       (50  ' 


I  -  S  9-  art-  8o-8t. 


lal  medesimo  art.  78  si  vede  che  in  generale  la  scmma 
la  siffatta  serie  è  compresa  fra  S  ed  S^  .  ,;  cnde,  pren- 
5  per  valere  apprcssìmato  di  5,  l' errore  che  si  ccm- 
è  minore  di 


I  i  valori  approssimati  cttenuti  considerando  di  mano  in 
un   maggiore  numero  di  termini,  sono   alternativamente 
:ri  e  minori  di  .S  ma  gli  errori  vanno  successivamente 
lendo  in  valore  assoluto. 
'n  ccrcllaiio  nctevcle  di  questo  teorema  è  il  seguente. 

Una  sci'fc  a  lermini positivi  e  nei/alivi  è  converffcn/i- 
•uppi  successici  formali  dai  leìinini  delio  slesso  neri"» 
mo  crescenti  in  valore  assohtto  e  tendono  a  zero, 
ifalti,  indicando  con  .<,  la  somma,  supposta  positiva,  dei 
ì  che  formano  il  primo  gruppo,  con  —  .",  quella  ccrrisp:n- 
al  secondo  gruppo,  ecc.,  la  serie 

s,  —  Jj  +  ."a  —  -S  +  ■• 

ergente  poiché  soddisfa  alle  ccndizicni 

lim  s^  =  0 

.,  è  ccn\-ergcnte  la  serie 


a4&tì7»191U 


in  questo  caso  si  ha  : 


1  -  S  .9»  art.  81-82.  95 


ed  in  generale 

• 

1 
■»       «(n  — 1) 
2 

+  1 

+ 

1 
n(n  — 
2 

-1) 

• 

—  +• 
+  2 

•  + 

1 
n(n  — 
2 

•1) 

• 

4-n 

Dunque 

K 

n(« 

n 

t  — 
2 

»+,• 

cosicché  si  avrà: 

lim 

*„ 

--=0. 

• 

Inoltre  si  ha: 


^  _  ^^      _  r      2 2        1      ^       [2 2__1  _ 


(n+l)  (n-f  2) 


'^^4(n*— n-f  2)  (n«-fn-f  2)"*'"^(nH^?)  (n'-f3w)J 


(n-f])(n4-2) 

cnde 

_^  4 2 

^fi     ^''n+i  ^  (n  +  1)  (n  4-  3)       (n  -f  1)  (n  4-  2)  ' 

ovvero 


,<: 


'n  —  '^n+l  >  ? 


(n  -t>  2)  (n  -f  3)  ' 

cosicché  le   s  non  sono  crescenti,  anzi  in  questo  caso  vanno 
sempre  decrescendo. 

82.  Se  la  serie 

*«i  4-  Vt  -f  •• 

è  convergente,  si  deve  avere  per  ogni  valore  finito  di  p: 

<i)  limi?     —ù 


1.  -  S  9-  art-  82-83. 


nfatti,  se  S  è  il  numero  finito  che  dà  la  scmma  della  se- 
ivergente 

W|  +«,  +-, 

la  somma  dei  suoi  primi  nt  termini,  si  deve  avere 

lim  S^  =  S. 

ie  ora  si  pone  hi  =  m  +  p,  e,  tenendo  fisso  p,  si  fa  cre- 
indefinitamente  il  scio  n,  si  può  anche  scrivere 

lim  S^^    —S, 

;  poiché 

lim  ^f  +limiS     =s. 

_      »       _     "* 

>i  qui,  cerne  doveva  dimostrarsi: 

lim  li^^    —  0, 

per  ipotesi 

lim  S„  =  S. 


Prendendo  j:;  =  1,  si  ha  la  notevole  proprietà  espressa 
elazione 


teciprocamente,  da  questa  si  deduce  la  (i). 

ifatti,  pel  concetto  di  limite,  si  può  determinare  l' indice 

nodo  da  avere  in  valore  assoluto 


"-><7'    "■'*'<J' 


1  -  S  9>  ^-  83-84-  97 


deve  e  è  un  numero  positivo  arbitrariamente  piccolo;  onde  dalle 
prime  p  diseguaglianze  si  ha  sommando: 

Del  pari  dalle  p  diseguaglianze  successive  alla  prima  si 
ottiene: 

e  così  via.  Cioè,  secondo  la  notazione  introdotta: 

le  quali  dicono  appunto  che 

lim  R     —0. 
fi,p 

11=00 

84.  Di  qui  si  ricava  una  conseguenza  importante.  Si  sappia 
che  in  una  serie 

tei  -h  t/,  -f  •• 
e 

lim  u  =0. 

n 

In  tal  caso  per  provarne  la  convergenza,  cioè  per  provare 
che  5  tende  ad  un  limite  finito,  non  è  necessario  di  far  per- 
correre ad  n  tutti  i  numeri  1,  2,  3, . . . ,  ma  si  potranno  invece 
far  percorrere  ad  intervalli  purché  il  numero  degli  indici  che  si 
cmmettono  in  ogni  intervallo  non  superi  un  numero  fìsso  p. 
Così,  p.  es.,  se 

lim  w  =  0, 

per  provare  la  convergenza  della  serie 

Ul  -♦-  Wg  +  •• 

basterà  provare  che  S^  (ovvero  S^^  S^^,  ecc.)  tende  ad  un  li- 
mite per  n  =  00. 
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I  -  S  9.  art.  84-S5. 


nque  sia  l' indice  m  si  potrà 


i  consecutivi  al  più.  Ma  per 


far  uso  in  seguito  in  alcune 


fidente  che  per  ogni  numero 
Q,  esista  sempre  nn  valore 
ilore  assoluto 


:nte  ed  ha  per  somtna  S,  si 
ndice  n  in  modo  da  avere  in 


^aglianz  e 
^  1  ^ 


I  -  S  9^  art.  85.  99 


si  deduce  in  valore  assoluto 


cssia 


S  ^    —S<i, 


Reciprocamente,  suppongasi  che,  preso  il  numero  posi- 
tivo —  e  piccolo  ed  arbitrio,  si  possa  sempre  determinare  l'in- 
dice  n  in  modo  da  rimanere  soddisfatte  le  diseguaglianze 

^«..<Y''       '^M<T''        ^n»<Y'^" 

Allora,  se  n'  ed  n"  sono  indici  superiori  ad  91,  dalle  due 
diseguaglianze 

si  deduce  a  fortiori,  in  valore  assoluto: 

Ma  si  ha: 

R    ,       =S  ,—  S 

quindi 

R     „       —"  R  _,        ^^  o  (.  "^  iS  ,  « 
n,n"  —  n  n,n  —  n  n"  n  ' 

onde  sarà  per  la  diseguaglianza  precedente  : 

Dunque,  pel  teorema  dell*  articolo  52  sull'esistenza  dei  li- 
miti, la  successione  dei  numeri 

^19    ?iì    ^3')  ••  • 

deve  tendere  ad  un  limite  finito,  il  quale  si  determina  nel  modo 
esposto  in  quel  medesimo  teorema.  Quindi  la  serie  data  è  con- 
vergente. . 


I  -  S  9,  art-  86- 

due  serie  differiscono  scio  per  un  numero  finito  dì 
ise  saranno  entrambe  convergenti  o  non  convergenti. 
lare  ciò  accade  per  la  serie 


iopprimendo  dalia  prima  gli  n  primi  termini  (n  finito). 
na  serie  è  convergente  ed  ha  per  somma  5,  anche  la 
;arà  convergente,  e  la  sua  somma,  che  si  indicherà  con 
essere  legata  ad  S  dalla  relazione 


iomma  lì  si  dice  il  resto  della  serie,  in  quanto  si 
luogo  della  serie  la  somma  finita 

«1  +  Wj  +  •  +  «  , 

;stanza  R  è  l'errore  che  si  commette  quando  invece 
ma  S  della  serie  convergente  sì  prende  la  somma  dei 
i  n  termini.  Ora  dall'  eguaglianza 

S=S^+  R^ 

lim  R^  ~  0, 

virtù  della  convergenza  della  serie,  si  ha: 

lim  S^  =  S. 

non  si  può  parlare  di  limite  di  R  senza  ammettere 
lente  che  R^  abbia  un  significato,  cioè  che  la  serie 


I-  S  9»  ^^'  8Ò-87.  loi 


sia  convergente,  e  ciò  equivale  ad  ammettere  la  convergenza 
dell'mtera  serie 

Sarebbe  dunque  affatto  ozioso  il  dire  che:  reciprocamente, 
una  serie  è  convergente  se  il  suo  resto  ha  per  limite  zero, 

87.  È  importante  osservare  che  la  condizione  (i)  dell'art.  82 
e  la  equivalente  deir  art,  83  b  bensì  necessaria  per  la  con- 
vergenza della  serie,  ma  non  è  sufficiente. 

Si  consideri,  p.  es.,  la  serie  .   . 

2  ^  3  ^  4  ^ 

Qui  si  ha,  per  p  finito  : 

^'^       n-hl  n+p  n 

e  quindi 

lim  i?       =0. 

n,  p 

Ma  si  ha  pure 

1  1  J^ 

^«f»        n  -  ^  ^  1  -^  n  +  2  2n 

^_L  +  .L+  .+2.-1 

-^2n^2n^      ^  2n        2' 

quindi  la  (2)  dell'art.  85  non  può  essere  soddisfatta,  onde  la 
serie  data  non  può  essere  convergente  quantunque  il  suo  ter- 
mine generale 

1 
u  =  — 

abbia  per  limite  zero. 

Si  consideri  anche  la  serie 

1111 


1/2—1       (/2+l^|/3— 1       1/3+1 


I  -  S  9.  art-  87-8a 


^ente.  Infatti  si  può  scrivere  : 

onvergenza  non  è  soddisfatta.  Si  noti 
ini  alternativamente  positivi  e  nega- 
non  sempre  non  crescenti  in  valore 
teorema  dell'art.  80.  Dunque  quando 
a  serie  può  non  essere  convergente. 


0  si  può  prendere  l' indice  n  abba- 
somma  S^  dei   primi    m    termini 

Sri  in  valore  '  assoluto  ogni  numero 

rio. 

^nsiderata 

J-+Ì+.. 
2-1-3 -I-  . 

h  2 + 3  +  •■ 

m  S  =00. 
_  2  _  3 


1  -  S  95  ^^-  88-go.  io3 

Altrettanto  dicasi  della  serie 

1—24-3  — 44-  •• 

a  segni  alternati,  in  cui  S   non  tende  è  vero  ad  alcun  limite, 

nna  il  suo  valore  assoluto  tende  a  -f  oo , 

89.  Le  serie  non  convergenti  né  divergenti  si  dicono  inde- 
terminate. Tale  è  la  serie 

1  — 1  +  1-1 -h  •• 

Infatti,  essa  non  può  essere  divergente,  poiché  si  ha  sempre  in 
valore  assoluto 

S   ^1; 

ma  non  può  nemmeno  essere  convergente,  poiché  *S^   converge 

verso  1  per  n  dispari  e  verso  0  per  n  pari,  cioè  non  tende  ad 
un  solo  limite  finito. 

È  pure  indeterminata  la  serie 


1        1        1       1.1.1        1        1        1        1    . 
2        2^3^33        4        4        4        4 


per  la  quale  è  inoltre  soddisfatta  la  condizione  (i)  dell'art  82 


lim  u    =  0 . 
ti 


Esistono  dunque   serie  non  divergenti  il  cui  termine  generale 
tende  a  zero,  e  che  tuttavia  non  sono   convergenti,  contraria- 
mente a  quanto  fu  affermato  in  qualche  trattato. 
90.  Come  altro  esempio  fi  consideri  la  serie 

1  H-  te  +  u*  +  w^  -h  .. 


104  1  -  S  9-  art.  <p. 

i  cui  termini  sono  in  progressione  geometrica.  Ccm"  è  noto  sì  ha. 

1  — w      1  — u      1  — u' 

oc,  m"  ha  per  limite  0  se  u  in  valore  assolute  è 
ed  ha  per  limite  l'infinito  se  u  è  maggiore  di  1 

i",  e  art  50  es.  2°).  Dnnque  se  n  è  minore  di  1  in 

ito,  la  serie 

1  +  w  +  «*  +  •■ 

te  ed  ha  per  somma ,  se  invece  w  è  ms^- 

i  serie  è  divergente.    La  stessa  serie  è  divergenti; 
d  indeterminata  per  tt  =  —  1. 


I  -  5  '<^9  ^^-  91-92.  io5 


5  10.  —  Primi  criteri  di  convergenza. 

91.  Nella  maggior  parte  dei  casi  non  è  sempre  facile  di 
applicare  i  criteri  esposti  nel  paragrafo  precedente  per  decidere 
se  una  serie  sia  0  no  convergente.  Vi  sono  però  varie  regole 
e  criteri  speciali  di  più  facile  applicazione,  dei  quali  noi  espor- 
remo i  principali  fra  quelli  che  cadono  sotto  il  dominio  delPana- 
lisi  algebrica. 

In  ciò  che  segue  ci  occuperemo  particolarmente  delle  se- 
rie a  termini  positivi.  Osserviamo  intanto  che  siccome  la  som- 
ma dei  primi  r  termini  di  una  serie,  comunque  grande  sia  r 
purché  finito,  è  sempre  finita  e  determinata,  la  sua  conver- 
genza 0  non-convergenza  dipenderà  soltanto  dalla  serie  dei 
termini  dopo  Tr**».  Non  è  dunque  necessario  che  i  criteri  di 
convergenza  che  daremo  siano  soddisfatti  a  partire  dai  primi 
termini  della  serie,  ma  basta  che  si  verifichino  a  cominciare 
da  un  certo  termine  in  poi  di  posto  r  anche  grande  quanto  si 
vuole  purché  di  indice  finito. 

92.  Una  ser^ie  a  termini  positivi  non  può  essere  indeter-- 
miniata. 

Infatti,  se  la  serie  non  è  divergente,  si  potrà  prendere  un 
numero  positivo  h  abbastanza  grande  ma  finito  tale  che  sia, 
per  ogni  valore  n  dell'  indice  : 

S„  <  h. 

Allora,  se  e  é  un  numero  positivo  piccolo  a  piacimento  purché 
diverso  da  0,  esisterà  certamente  nella  successione  indefinita 

e,    2e,    3s,    4e,  - 

un  termine  che  non  potrà  essere  raggiunto  né  superato  da  al- 
cuna delle  S  :  sia,  p.  es.,  jie  il  primo  di  questi  termini.  Esi- 
sterà allora  una  iS^    tale  che  sia 


rcL  =i  X--T2- 


-  -^«  <  ■ 


^-"■j,"  *tv».j..  ^n*'^  dimostrare 


zjq-i;  5n:±K  tr^  senza  alcuna  vera 

*V  a  ^---.'.i  ni  fOf\'(ri  fi  manfieìie 
.1 -V-;  ■  Jtf*'?  i  r!;'j*  tfniinU  per  vn 
■c\e  f-tr  nv..:fn  dirf.ti  postUri  o 


Kr.ia  per  dei  nurrterì  pcsilixi  o  n 
^ì  Ln  valere  assclutc,  per  cgni  -^ 


1-5  IO,  art.  94.  107 

cve  ^  è  un  numero  flsso  positivo.  Si  otterrà  così  la  serie 

Per  l'art  85  si  ha,  comunque  pìccolo  sìa  il  numero  posi- 
tivo Y)  e  per  n  abbastanza  grande 

per  i>  =  1,  2,  3,  ••  .  Quindi  anche,  prendendo 


e 


dove  e  è  un   numero   positivo  piccolo  quanto  si  vuole  purché 
non  nullo: 

fH-1  ^     n-+.2  ^        ^     n-4-p     ^   f^ 

cnde 

per  p  =  l,2,  3,  ••  .  Ma,  per  Y  ipotesi  fatta,  si  ha  in  valore  as- 
soluto : 


ai 

n 


1      »-*-!  ^       ^    n-»-p     »-hp  ^       V    n-H  l  n-^pj  » 


quindi  sì  avrà  a  fortiori  in  valore  assoluto: 

per  i>  =  1,  2,  3,  ••  . 

In  questa  eguaglianza  sta  scritto  appunto  la  convergenza 
della  serie 

Resta  così  dimostrato  il  teorema  sopra  enunciato  dal  quale  si 
ha  in  particolare  che  : 


io8  1  -  S  ic>,  art.  94-^ 

La  convergenza  di  una  serie  a  termini  positivi  non  si 
toglie  cangiando  con  una  legge  qualunque  i  segni  dei  ter- 
onini  0  diminuendone  il  valore  assolute. 

Poiché  ciò  equivale  a  moltiplicare  i  termini  della  serie  per 
±  1,  ovvero  per  numeri  positivi  minori  di  1  e  quindi  eviden- 
temente finiti. 

Di  qui  si  deducono  i  seguenti  notevoli  corollari. 

95.  1.°  Una  serie  a  termini  positivi  e  negativi  è  conver- 
gente se  tale  è  la  serte  formata  coi  valori  assoluti  dei  ter- 
7nini. 

2.^  Una  serie  a  ter^mini  positivi  è  convergente  se  i  suoi 
termini  non  sono  superiori  (almeno  a  partire  da  un  certo 
posto)  ai  termini  analoghi  di  una  serie  convergente  a  termini 
positioi. 

3°  Se  una  serie  a  termini  positivi  è  divergente  ^  ogni 
serie  i  cui  termini  siano  positivi  e  {almeno  a  partire  da  un 
certo  posto)  non  siano  rispettivamente  inferiori  ai  primi 
sarà  del  pari  divergente. 

96.  Una  serie  a  termini  positivi 

t^i  -f  Wg  -f  •• 

è  convergente  se  lim  u^  =  0  e  se  (almeno  a  partire  da  un 

certo  posto)  il  rapporto  di  un  termine  qualunque  al  prece- 
dente è  sempre  minore  di  un  numero  fisso  h  minore  di  1. 
Invece  la  serie  è  divergente  se  tale  rapporto  è  maggiore 
di  un  numero  fisso  h  maggióre  di  ì. 

Sia  infatti  pel  primo  caso 

u      ^  u      ^  u       . 

n-+-2     ^  -  n-4-3     ^  ,  n-+-4     ^   •. 

— -• —  <;  n , <  n , </«?•• 

^n+1  ^n4-2  ^iH-8 

Si  deduce  a  fortiori 

quindi  si  ha,  qualunque  sia  p  : 


I  -  S  IO»  art.  96.  109 


Ma  per  Tart  90  la  somma  fra  parentesi,  qualunque  sìa  jp,  non 

può  superare  il  numero  fisso  j-~r  5  pcichò  h  è  per  ipotesi  un 

numero  positivo  minore  di  1. 
Dunque,  essendo 

lim  w  =  0  , 

R^  ,  qualunque  sia  p ,  potrà  rendersi  minore  di  ogni  numero 

positivo  arbitrariamente  piccolo  ;  quindi  la  serie  è  convergente, 
cerne  si  doveva  dimostrare. 

Similmente,  supponendo  A  >  1   e 


— z — >^> >/i,--, 

«-♦■1  n-t-2 


si  trova 


^^,>«n^x(H-^+-  +  '""'). 


Ora  per  p  abbastanza  grande  la  somma  fra  parentesi  può  ren- 
dersi maggiore  di  un  numero  positivo  grande  ad  arbitrio  ;  dun- 
que, tenendo  fisso  n ,  R  può  rendersi  maggiore  di  ogni  nu- 
mero positivo  grande  quanto  si  vuole,  cioè  la  serie  è  in  tal  caso 
divergente,  come  si  doveva  dimostrare. 

Del  resto  questo  teorema  può   anche  dimostrarsi  osser- 
vando che  i  termini. 


seno  rispettivamente  minori  (maggiori)  di  quelli  della  serie     . 

fi  TI 

che  è  convergente  per  A  <  1  in  valore  assoluto  e  divergente 
per  h  >«1,  poiché  accade  così  della  serie 

h  +  h*  +  •• 


I  -  5  IO,  art.  96-98. 


srgente  nel  primo  caso  pel  cor.  2."  dell'  articolo  prece- 
di è  divergente  nel  secondo  caso  pel  cor,  3," 
Per  Io  più  si  hanno  a  considerare  delle  serie  in  'cui  il 
3  di  un  termine  al  precedente  converge  verso  un  limite  / 
cere  di  n  indefinitamente.  Il  teorema  precedente  si  può 
pplicare  come  segue. 

2)  Se  f  è  inferiore  ad  1,  si  scelga  ad  arbitrio  fra  /  ed  1 
lero  determinato  A.  Allora,  essendo  per  ipotesi 


lìm -"—  =  /, 
.  prendere  l' ìndice  n  abbastanza  grande  perchè  questa 


ipre  minore  di  A,  che  è  più  piccolo  di  1.  Dunque  la  se- 

mvergenie. 

b)  Se  t  è  maggiore  di  ],  si  scelga  ad  arbitrio  fra  1  ed  ' 

lero  determinato  h.  Allora,  essendo  per  ipotesi 


naggiore  di  1.  Dunque  la  serie  è  divergente. 

e)  Se  I  è  eguale  adi,  si  resta  in  dubbio  sulla  conver- 

0  divergenza  della  serie,  poiché  il  teorema  ncn  permette 

mare  nulla  in  proposito. 

Come  esempio  importante  si  consideri  la  serie  armonica 

1  +  1+Ì+... 
2    3 


I  -  §  IO,  art.  98.  in 


nella  quale  si  ha,  qualunque  sia  7^  : 


u 

n 


potendosi  mettere  questo  rapporto  sotto  la  forma 


1.^  Per  r  =5 1  si  ha  la  serie 


1  4-  — +  — -4-.. 


che  nell'art  87  si  è  visto  non  potere  essere  convergente.  Quindi 
per  l'art.  92  dovrà  essere  divergente. 

2.°  Se  r  è  un  numero  positivo  più  piccolo  di  1,  i  termini 
della  serie  data  non  sono  inferiori  ai  termmi  di  egual  posto 
della  serie 

^23  ' 

la  quale  è  divergente.  Dunque,  pel  3.°  cor.  dell'art.  9!),  la  se- 
rie data  è  divergente. 

3.°  Se  r  è  maggiore  di  1,  si  raggruppino  i  termini  della 
serie  nel  modo  seguente: 

\2'       37       U'       5'       6'       77 

La  somma  della  prima  parentesi  è  minore  di 

2.1        ' 


2'       2—' 


112  I  -  §  10,  art9S. 


quella  della  seconda  è  minore  di 


A       1  1 

4  •  —  =  - 


4'       2*''"-'^ 


Analcgamente.  il  gruppo  nella  terza  parente^  ccminda 

con  —  e  termina  con  — ,  quindi  è  minore  di 
tj'  15' 

O  "  —  =^  ■"•     ÌV  • 


In  generale  il  gruppo  nella  n"«  parentesi  è  : 


'      4-         '  +.-.  ' 


W)'      (2'+l)'  (2"-^'-l)' 


quindi  ò  mincre  di 

«-     1 


•  «•-I)' 


(2-)'       2 

Dunque,  ponendo  per  abbre\iare: 

sì  ha: 

devo  .*?     ò  lu  scmma  dei  primi  «*  termini  della  serie  data. 

M«  il  seccndo  membro  di  questa  diseguaglianza  ncn  pu: 
superare  un  certe  numero  /fv<so.  poiché  i  suoi  termini  sene  m 
prc^ressì^^ne  geometrica  e  la  ragione 


2' 


1_ 

—  i 


I  -  S  ii3,  art.  98-100.  ii3 

è  mincre  di  1,  essendo  r  maggiore  di  1  per  ipotesi.  Dunque, 
poiché  5  si  conserva  inferiore  ad  un  certo  numero  fisso  co- 
munque si  faccia  crescere  \  indice  m,  segue  per  X  art.  93  che 
la  serie  armonica 

,       1.1. 

1  +  — +— +  •• 

è  convergente  per  r  >  1. 

99.  Dal  teorema  dimostrato  nell'art.  96^  per  /i  <  1,  si  de- 
duce inoltre  che  Terrore  e  che  si  commette  prendendo  S    per 

somma  della  serie  è  minore  di 


poiché  si  è  trovato 


onde  a  foriiori 


u 

n 

i-t-i 

1- 

-A' 

R 

np 

<^ 

1- 

•I-I 
-A' 

R 

< 

1- 

•4-1 

-n' 

iOO.  Come  altro  esempio  molto  importante  si  consideri  la 
serie  : 


1    •  1.2     1-2.3  '  1  .2.3.4 

Poiché  in  tal  caso: 


t^„  = 


*""  1.2. .(n  —  1)' 

si  ha: 


u  n  ' 


€.  earUeri  e  A.  CspelU  •  Anaìiti  algèbrica,  8 


114  I  -  5  "^  3rt.  loc'. 

quindi 

« 
iim     "  ■-  —  0 ; 
*'» 

dunque  la  serie  è  convergente. 

Prendendo  S^  per  somma  della  serie  f  errore  R^  che  si 
mette  è  dato,  per  l'articolo  precedente,  da 


lè  il  rapporto  di  qualunque  termine  successivo  ad  h^  _^  ^ 
ecedente  è  minore  di ^  onde  si  può  prendere 


1 

M  +  1  ■ 


rà  anche  a  fortior 


1.2.3..(n— 1)      n  —  ì  ' 

La  somma  della  serie  considerata  è  «n  numero  compreso 
!  e  3,  Infatti,  essa  è  manifestamente  maggiore  di  2,  e  per 
ire  che  è  minore  di  3,  basta  mostrare  che  la  serie 


1  .2     1.2.3^1.2.3.4 

nore  di  1,  Ma  ciò  è  evidente  osservando  che  i  suoi  ter- 
a  partire  dal  secondo  sono  inferiori  ai  corrispondenti  della 


1-5  ^^'  ^^'  ^^^*  '^^ 


la  cui  somma  è 


2 


■-Ì- 


=  1. 


Il  numero  che  dà  la  somma   della  serie  non  può  essere 
razionale.  Infatti,  suppongasi  che  si  possa  avere: 

7>l        ,         1  1  1 

n  ^11.2  ^1.2.3  ^ 

con  in  ed  n  interi  positivi,  che  si  possono  anche  ritenere  primi 
fra  loro.  Moltiplicando  per  1 .  2  .  3 . .  w,  il  primo  membro  diviene 
un  intero,  e  così  gli  n-\-l  primi  termini  del  secondo;  cosicché 
si  potrà  scrivere  : 

1.2.3..(n  — l)m  =  ilf-f  — ^--f rr?— r77^+  "y 

'  n  -+-  1      (n  + 1)  (n  -f  2) 

ove  M  è  un  intero  positivo.  Si  ha  cioè  : 

1 .2.3.  .(n  — l)m  — -a/= r+-7 z^-t — tt^^.-^-  •• 

^  '  n-+-l^  (n-f  l)(n-l-2)^ 

1  1  1 

'^n-hl'^Cn-M)*     (n-hl)^  "^  "' 

_  J_ 


che  è  assurdo  poiché  il  primo  membro  è  un   numero  intero   e 

positivo  diverso  da  zero,  mentre  —  è  una  frazione  propria. 

La  serie  proposta  ha  dunque  per  somma  un  numero  ir- 
razionale. Questo  numero,  che  viene  indicato  colla  lettera  r,  ha 
una  grande  importanza  nelle  matematiche.  Esso  si  prende  per 
base  dei  logaritmi  cosi  d€tti  naturali  o  neperiani  il  cui  uso  è 
assai  frequente  in  analisi. 


I  -  S  10,  art  loo  102. 


Si  può  anche  dimostrare  che  il  numero  e  non  può  essere 
neppure  radice  di  un'  equazione  quadratica  a  coefficienti  razio- 
.  Questa  dimostrazione  è  stata  data  da  Liouvilte.  Più  tardi 
•mite  è  arrivato  ad  un  risultato  più  generale  dimostrando 
il  numero  e  non  può  neanche  essere  radice  di  una  equa- 
le  algebrica  e  coeflìcienti  razionali.  (Sur  la  fonction  eccpo- 
ttelle:  Paris,  1874). 
Calcolando  il  valore  e  fino  alle  prime  20  cifre  decimali  si 


£  =  2,7182816284  59045  23536  ' 
iOl.  Una  sei'ie  a  termini  positivi 


mvergenfe  (divergente)  se  esiste  un  valore  n  dell'  indice 
artire  dal  quale  st  al)bia  sempre 


e  h  è  un  numero  flsso  minore  (maggiore)  di  1. 

Infatti,  a  partire  dal  valore  n  dell'  indice  che  soddisfa  la 
:guaglianza,  i  termini  della  serie  saranno  minori  (mag- 
i)  di  quelli  della  progressione  geometrica  convergente  (di- 
;ente) 


ique  la  serie  data  è  convergente  (divergente)  per  l'art.  95 
jll.  2»  (cordi.  3»). 

t02.  Come  nell'art  97,  si  prova  che  se  |/w  tende  verso 
limite  /  minore  di  1,  la  serie  è  convergente;  che  se  /  è 
jgiore  di  1  la  serie  è  divergente  j  e  che  vi  è  dubbio  se 
1. 


I  -  $  IO,  art.  io2-io3.  117 


Nel  caso  della  convergenza  si  deduce  subito  dalla  dimo- 
strazione del  teorema  che  Y  errore  e  che  si  commette  pren- 
dendo S   per  somma  delle  serie  è  minore  di 


1  —  h' 

Come  esempio  si  consideri  la  serie 

£±l6+r£L±2,lVr£+3   n3 
a  La-^lJ        La4-2j 

Qui  si  ha: 


\U    =  r-6, 


quindi 


lim  V  t/  ^;=  b  . 


Dunque,  se  &  è  minore  di  1  la  serie   è  convergente,  e  se  &  è 
maggiore  di  1  è  divergente, 

103,  I  limiti  da  cui  i  due  teoremi  precedenti  fanno  dipen- 
dere la  convergenza  0  non  convergenza  della  serie  sono  neces- 
sariamente eguali  fra  loro.  Si  ha  cioè  che: 

Se  il  rapporto tende  ad  un  limite  determinato  h, 

n 
n 

anche  |/u    tende  ad  un  lignite  che  è  eguale  ad  h. 

Infatti,  indicando  con  e  un  numero  positivo  arbitrariamente 
piccolo,  si  avrà  in  valore  assoluto  per  un  indice  abbastanza 
grande  : 

^n-4-l  ,^^         ^n-h2  -^ 

quindi  a  fortiori 


I  -  5  IO,  art.  io3- 


ed  in  generale  : 


cica  : 


0  fissi,  l'esponente tende  a  zero 

n-i-p 
per  l'art,  48,  es.  6°  : 

A  +  od 

ip. 

■n  V'if^</i. 
mostra  che 

n  v'm,>A. 
eluto 


I  -  §  IO,  art.  io3.  119 


da  cui,  come  prima: 

cnde 

**/     = 
lim  V  w  >  /i . 

Pertanto  dovrà  aversi 

n 

lim  \/w    =  Il  : 


V^u 


il  che  dimostra  il  teorema. 


Il  limite  di  [/u    essendo  Io  stesso  di  quello  di ,   é 

inutile  ricorrere  al  teorema  dell'art.  101  nel  caso  dubbio  del- 
Tart.  97  che  il  limite  di  — —  sia  1.  Ma  qualche  volta  è  più 

n 


facile  il  calcolo  di  limite  di  |/t«    che  non  quello  di  — 


n-h  l 


I20  I  -  S    1^5  ^^'    ^^■ 


11.  —  Influenza  deirordine  dei  termini  sulla  conver- 
genza e  sul  valore  di  una  serie  a  termini  reali. 

104.  In  una  serie  il  cui  termine  generale  converge  a  zerc 
non  può  esistere  che  uh  numero  finito  di  termini  maggiori  in 
valore   assoluto  di  un  numero  positivo  o"  piccolo  a  piacimento 
ma  diverso  da  zero. 
Infatti,  poiché 

lim  u  =0. 

n  ' 

I 

si  potrà  determinare  un  valore  n'  dell'indice  tale  da  avere  in 
valore  assolute 

w  <  a 

r    ^ 

per  ogni  indice  r  non  inferiore  ad  n'.  Dunque  il  numero  dei 
termini  della  serie  maggiori  in  valore  assoluto  di  a  non  può 
superare  il  numero  finito  n'. 

E  come  si  può  sempre  supporre  che  una  serie  non  abbia 
termini  nulli,  si  può  dire  che: 

In  una  serie  il  cui  termine  generale  converge  a  zero, 
uno  stesso  termine  non  può  comparire  che  un  numero  finito 
di  volte. 

Dopo  ciò  si  capisce  che  cosa  si  voglia  significare  quandc 
si  dice  che  due  serie,  per  le  quali  il  termine  generale  converge 
a  zero,  seno  tali  che  ogni  termine  che  trovasi  un  dato  numero 
di  volte  neir  una,  trovasi  pure  altrettante  volte  nell'altra,  ed  in- 
versamente. In  tal  caso  si  dice  che  le  due  serie  differiscono 
solo  per  l'ordine  dei  termini. 

Se  il  termine  generale  di  una  serie  converge  a  zero, 
altì^ettanto  accade  pel  termine  generale  di  ogni  altra  serie 
che  differisca  dalla  jtn^ma  per  Verdine  dei  termini. 

Infatti,  preso  un  numero  positivo  cr  diverso  da  zero  arbi- 
trariamente piccolo,  vi  sarà  nella  serie  data  un  numero  finite 
m  di  termini  maggiori  in  valore  assoluto  di  a.  Dunque  nella 
nuova  serie  si  potrà  determinare  un  valore  n'  dell'indice  tale 


I  -  §  II,  art.  io5.  121 

che  al  di  là  dei  suoi  primi  n'  termini  non  ve  ne  siano  dei  mag- 
giori di  o",  cioè  anche  il  termine  generale  della  seconda  serie 
converge  a  zero. 

103.  Le  serie  non  si  comportano  in  generale  come  i  poli- 
nomi di  un  numero  finito  di  termini,  nei  quali  polinomi  il  va- 
lore è  affatto  indipendente  dall'ordine  con  cui  si  sommano  gli 
addendi.  Disponendo  invece  in  ordine  diverso  i  termini  di  una 
serie  convergente  può  accadere  che  la  serie  muti  di  valore  ed 
anche  di  natura,  come  appare  dai  seguenti  esempi. 
a)  Dalla  serie 

che  è  convergente  per  Tart.  80,  disponendo  i  suoi  termini  in 
ordine  diverso  si  deduca  la  serie 

^3        257        49^  11        6 


Si  ponga 


^2n  2^3  ^2n-l       2n' 


cioè  si  considerino  i  primi  2n  termini  della  prima  serie,  e  nella 
nuova  se  ne  considerino  quanti  bastano  affinchè  la  loro  somma 
contenga  quei  primi  2n.  A  tal  fine  basterà  prendere 

*•         ^3        257        4  ^4n  — 3     4n— 1      2v. 

Quindi  : 

1  1  1 


3»        2»      2n  4- 1      2n  -f  3  4n  —  1 

11  secondo  membro  contenendo  n  termini  sarà  compreso  fra 

n  A         ^ 

2n-f  1  4n- 1' 


122  I  -  ^  II,  art.  io5. 


quindi  il  suo  limite,  se  e*  è,  sarà  compreso  fra  -rr  ^^  t^  ^"^^ 

2  4 

segue  che  se  la  seconda  serie  ò  convergente  non  ha  la  stessa 

somma  della  prima: 

Applicando  poi  Tart.  8/  si  deduce  subito  che  la  seconda 

serie  è  pure  convergente;  ed  è   facile  dimostrare    che  la  sua 

3 
somma  è  —  di  quella  della  prima.  Infatti  si  può  scrivere: 


s'=Tl^  +  -^— !-' 


^ì*'- 


-fl^4r-f-3      2r-f.2    ' 


s    =VÌ-i ^—^^ ^-' 

y    Ur-i-l       4^  +  2"^  4r+3      4r-h4\' 


4n 


lì 


quindi  : 


^l.y\^ L_l 


2  /J|_  \2r  +  l      2r  +  2   ' 

od  anche: 

u 

Ma  la  sommatoria  del  secondo  membro  dà  la  somma  dei  2n 
primi  termini  della  serie  data,  dunque  : 

da  cui 

e  passando  al  limite  si  ha,  come  si  è  affermato  : 


1-5  l'i  art.  io5.  123 


6)  Dalla  stessa  serie: 


1        1 
1 


si  deduca  la  serie 


1-11 

-Y  +  i-T  +  T- 


Prendendo  in  questa  quanti   termini   bastano   perchè   la   loro 
somma  contenga  tutti  quelli  di  5^^^,  si  dovrà  porre 


^.    _       1       ,        1        1  1  1 

^9.  — "~ir"^-^'~';r+";; —  '•~:^-+- 


2»  2    '  U    '    3  2n   '   2n  — 1 

Ma  si  ha  : 

quindi 

lim  S,  =  lim  s:  , 

cioè  la  seconda  serie  è  convergente  ed  ha  la  stessa  somma 
della  prima. 

e)  Dalla  serie 

.__!_      J 1_ 

V2"^  V3       V4       "' 

che  è  convergente  per  l'art.  80  si  deduca,  disponendo  diver- 
samente i  suoi  termini,  la  serie 


1,1  11  1  1 


V3        V2      V'5        \'l        V* 
Si  ponga 

11  11 

S^  =  l-  —  ^- + 


J/2      1/3  |/2n  — 1        J/2» 
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e  nella  nuova  serie  si  prendano  quanti  termini  bastano  affinchè 
la  loro  somma  contenga  tutti  quelli  di  S^^  cioè  si  ponga 


J/3       |/2  |/2n  — 2        [/4:n  —  3 

1  1 

H = • 

|/4w  —  1        |/2n 

Si  ha: 


l/2n-hl         l/2n-H3  |/4n  — 1 

quindi  : 

n  |/n 


^  S«  ~  ^^2» 


|/4n  — 1 


Ma  5^j^  ha  per  limite  un  numero  finito,  mentre— |/n cre- 
sce indefinitamente  con  n;  dunque  iS' ^  ha  per  limite  T  infinite. 

cioè  la  seconda  serie  è  divergente  mentre   la  prima  è  con- 
vergente. 

106.  Quelle  serie  convergenti  che  niantengono   sempre  la 
convergenza  qualunque  sia  l'ordine  dei  termini  si  dicono  cov 
vergenti  indipendentemente  dall'ordine  dei  termi7ii  od  anche 
convergenti  assolutamente  o  i^icondizionatamente. 

Le  altre  serie  convergenti  la  cui  convergenza  dipende  dal- 
l'ordine di  successione  dei  loro  termini  si  dicono  seviplicernenic 
convergenti. 

La  convergenza  assoluta  si  verifica  per  le  serie  conver- 
genti a  termini  positivi. 

Infatti,  volendo  intanto  verificare  la  convergenza,  basta 
dimostrare,  per  Tart.  93^  che  la  somma  S'    dei  primi  n  termini 

della  nuova  serie  è  sempre  minore  di  un  numero  fisso.  Ofìl 
poiché  la  serie  data  è  convergente,  si  ha,  indicando  con  S   la 

somma  dei  suoi  primi  m  termini  in  numero  bastante  per  com- 
prendere tutti  quelli  di  5'  : 


I  -  S  ilj  art.  106-107.  125 

dove  A  è  un  numero  fisso  positivo.  Di   qui  segue  a  fortiori^ 
poiché  i  termini  sono  tutti  positivi  : 

n 

come  appunto  si  desiderava  mostrare. 

Inoltre,  indicando  con  S  ed  S  le  somme  rispettive  delle 
due  serie,  dalle  diseguaglianze: 


S    ^  S'  , 

m  . —       n' 


si  deduce  evidentemente 


lim  S  ^  lim  S'  , 


ossia 

Similmente  si  dimostrerebbe  che 

onde  si  conclude 

cioè: 

Se  in  una  serie  convergente  i  cui  termini  siano  tutli 
dello  stesso  segno  si  cainibia  in  un  modo  qualunque  l'ordine  dei 
termini^  essa  resterà  sempre  convergente  e  la  sua  somma 
manterrà  sempre  lo  stesso  valore. 

Rispetto  poi  alle  serie  a  termini  in  parte  positivi  e  in 
parte  negativi,  le  quali  possono  0  no  comportarsi  come  veri  po- 
linomi, si  ha  il  seguente  teorema: 

i07.  Sia  data  la  serie 

(I)  Wj  +  i/^  +  .. 

a  termini  in  parte  positivi  e  in  parte  negativi  e  tendenti  a 
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zero  col  crescere  dell'  indice  n  indefìnitivamenie.  Si  forynino 
le  due  serie 

(IH)  Pi  -h  Pt  +  •• 

rispettivamente  coi  termini  positivi  e  coi  valori  assoluti  dei 
termini  negativi  della  data  disposti  tutti  nello  stesso  ordine 
in  cui  si  trovano  in  essa. 

Rispetto  a  queste  due  serie  (II)  e  (III)  possono  presen- 
tarsi tre  casi: 

1.°  Le  due  serie  sono  convergenti  ;  allora  la  data  (I) 
è  convergente  assolutamente. 

2.°  Una  sola  delle  due  scine  è  convergente  ;  allora  la 
data  (I)  è  divergente  in  qualunque  credine  si  prendano  isuoì 
termini. 

3.°  Tutte  e  due  le  se^ne  sono  divergenti;  allora  nella 
data  (l)  si  potrà  sempre  ca7nbiare  Verdine  dei  termini  in 
modo  da  avere  una  serie  convei^gente  avente  per  somma  un 
numero  dato  a  piacimento,  oppure  una  serie  divergente  od 
anche  indeterminata.  E  ciò  potrà  anche  farsi  in  infiniti 
modi. 

Infatti,  nella  somma  jS    dei  primi  n  termini  della  serie  (I) 

vi  sarà  un  certo  numero  m  dei  primi  termini  della  (II)  e  un 
certo  numero  m!  dei  primi  termini  della  (III)  presi  questi  ccn 
segno  opposto.  Indicando  con  g     e  a  ,  le  somme  rispettive  di 

questi  m  ed  m!  primi  termini  delle  due  serie  (II)  e  (III)  si 
avrà  quindi  : 

'^n    =  ^«  C-«   • 

Dunque,  se  le  serie  (II)  e  (III)  sono  convergenti,  e   e  e' ,  hanno 

limiti  finiti,  e  quindi  S    ha  pure  un  limite  finito  e  determinate, 

cioè  la  serie  data  (I)  è  convergente.  Anzi  in  questo  caso  la 
convergenza  è  assoluta,  essendo  tale  quella  delle  due  serie 
(  II  )  e  (  III  )  in  virtù  dell'  art.  precedente.  Ma  se  una  di  queste 
due  serie,  p.  es.  la  prima,  è  divergente,  allora  si  ha: 

lim  a    =  X  . 

m 
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Quindi,  poiché  Y  altra  serie  è  convergente  cioè  a  ,  resta  infe- 
riore ad  un  numero  finito  /?.s.so,  la  differenza  a  —  a' ,  può  di- 
venire maggiore  di  qualunque  numero  positivo  assegnabile. 
Dunque  la  serie  (I)  è  divergente,  e  si  mantiene  ancjie  tale 
comunque  si  dispongano  i  suoi  termini  poiché  la  serie  posi- 
tiva (II)  si  conserverà  sempre  divergente  in  qualunque  ordine 
i)i  scrivano  i  suoi  termini. 

Rimane  a  considerare  il  caso  che  le  due  serie  (II)  e  (III) 
iiiano  divergenti.  Intanto  si  farà  vedere  che  si  possono  disporre 
i  termini  della  (I)  in  modo  da  ottenere  una  serie  convergente 
avente  per  somma  un  numero  qualunque  dato  /?,  positivo  0 
negative. 

Si  prendano  infatti  tanti  termini  della  serie  (II)  quanti  ap- 
pena seno  necessari  perchè  la  loro  somma  eguagli  0  superi 
il  numero  /i,  ciò  che  è  sempre  possibile  poiché  la  (II)  ò 
per  ipotesi  divergente.  Siano  ori,  o^j,--,  a^^  tali  termini,  cosicché 

si  abbia 

Si  sottraggano  era,  tanti  termini  della  (III)  quanti  bastano  ap- 
pena perchè  la  prima  somma  non  resti  '  superiore  ad  ìt.  Siano 
h-  ?sj*'9pp  tali 'termini,  cosicché  si  abbia 


(2) 


Analogamente,  si  aggiungano  altri  ji'  termini  della  (II)  in 
mede  da  tornare  ad  avere  ancora  ; 
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Poscia  si  sottraggano  p' termini  della  (IO)  in  modo  da  ter- 
nate ad  avere  ancora: 

fltj  +  or  j  +  •.  -f  a 

r 

—  Pi  —  P« Pp 

^.ge         4-a         -{-..4.01 


f'p^-i       Pp-1.2  Pp^P  <r     ' 


(4) 


ai  +  a«H ha,. 

r 

Pi  —  p2— Pp 

"~  °p  +  l~  °p+2  Pp+p'_l>''' 

Così  procedendo  si  ottiene  la  serie 

(IV)  ^        P  r 

~pp+l — pp>p'+«pl+pl'+l+-- 

che  dififerisce  dalla  data  (I)  solo  per  l'ordine  dei  termini.  Tale 
serie  è  convergente  ed  ha  per  somma  Ti. 

Infatti,  in  virtù  delle  (i),  (2),  (3),  (4),...,  si  ha  in  valere 
assoluto 


(5) 


^■ 

-h<  «,,, 

^i«+p' 

-ftOp, 

^■ 

+p+ii'" 

-A<a^^jj., 

5^+p^.ji'+p'- 

•      •      •      « 

-A<Pp^p., 

•            •            • 

dove  S^  indica  la  somma  dei  primi  r  termini  della  serie  (1\')' 
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Ma  per  ipotesi  è 

lim  a  =lim  8    =0, 


quindi  si  avrà: 


lim  S,,     •  .  „»    ••         =  /i. 

fi  -hp-t-fl  H-p   -I-.. 


Ora,  se  n  è  un  indice  qualunque,  dalle  diseguaglianze  (5)  ri- 
sulta che  si  potrà  sempre  scrivere  : 

dove  A  non  supera  in  valore  assoluto  la  somma  dei  tre  termini 

■ 

la  quale  ha  per  limite  lo  zero;  quindi  si  ha 

lims,  =  lim5^^p^^,^p,^.., 

cosicché  la  (iV)  è  convergente  ed  ha  per  somma  //,  come  do- 
veva dimostrarsi. 

108,  Dalla  serie  (I)  si  possono  del  resto  ottenere  in  infiniti 
altri  modi  delle  serie  convergenti  analoghe  alla  (IV)  ed  aventi 
somma  fi.  Ad  esempio,  se  il  primo  termine  «^  della  serie  (II) 
non  è  minore  di  h  si  potrà  sempre  avere  : 

similmente 

«i  +  a,^^  +  Pi  +  p,+  •  +Pp  +  Pp  +  i4-  •  +i^p^p' 

ai-fflr,>/^-hPi  +  p2-f  •  +Pp  +  pp^i4-  •  -f  Pp^p'^p 

e  così  via. 

Di  qui  si  deduce,  come  per  la  (IV),  che  la  serie 

«i-Pi-P» Pp  +  ««-Pp^-i  -Pp  +  i ^p-^p' 

+  «3  — P«^/i'       1    —    •  — P«        «•        r"  +  ^4-'"' 

■ 

è  convergente  ed  ha  per  somma  h. 

a.  fiarbkri  e  A.  CapeUl  -  AnaUH  algtbrUa,  9 


I  -  5  II,  art.  109-1  II.'. 


109.  Per  dedurre  ora  dalla  (I)  una  serie  divergente,  ^ 

fermine,  p.  es.,  le  diseguaglianze 


="1  +  0,+  ■  +«,,_,<A  +  Pn 
similmente 

«,,+1+»,.+. +■ +",.*»■_,<»+?.• 
'^^^■^l+'f^^.■^^+■+'^^p■^f.■■-,<"+^'■ 

e  cesi  di  seguito. 
Allora  la  serie 

-?.+-,*,■.,+  • 

sarà  divergente. 

110-  Per  ultimo  volendo  dedurre  dalla  (1)  una  serie  inde- 
terminata si  formino  tanti  gruppi  in  modo  da  avere,  p.  es.  : 


p-1  - 


e  COSI  via. 

La  serie 

_8      —  .  —  a      ,  +  .. 
sarà  indeterminata. 


1  -  §  II,  art.  iio-iii.  i3i 


Infatti  dalle  diseguaglianze  precedenti  si  deduce  in  valere 
assoluto  : 


Ma  per  ipotesi  è 

lim  et  =:  lim  3=0, 

quindi  si  avrà  che  per  un  indice   n   grande   quanto   si   vuole, 
la  somma  5  assumerà  dei  valori  vicini  quanto  si  vuole  a  -f  1 

e  degli  altri  valori  vicini  pure  quanto  si  vuole  a  —  1,  cosicché 
la  serie  sopra  scritta  sarà  indeterminata. 

111.  CoROLL.  1.°  iSia  data  una  serie  seinplicenienie  con- 
tergente  o  indeterminata  ma  in  questo  caso  teìidano  i  suoi 
tc'tmini  al  limite  zero.  Cambiando  opporiiinamenie  l'ordine 
dei  suoi  termini  si  potrà  ottenerne  una  convergente  avente 
per  somma  un  numero  dato  qualunque,  e  si  j)otrà  anche 
ottenere  una  serie  divergente  o  indeterminata,  E  ciò  si ijotrà 
mnpre  fare  in  un  numero  infinito  di  modi. 

CoROLL.  2.°  Sia  data  una  serie  divergente  a  termini  po- 
sitivi e  aventi  per  limite  lo  zero.  Con  questi  tennini  presi 
col  loro  segno  e  con  segno  contrario  si  x}otrà  formare  una 
sehe  a  ieì^mini  positivi  e  negativi  che  sia  divergente  o  in- 
àeterminaia  od  anche  convergente  ed  avente  jjer  somma  un 
numero  dato  qualunque. 

Infatti  basta  supporre  nell'art.  107  che  le  due  serie  (II)  e 
(ni)  siano  eguali  e  divergenti. 

Come   esempio  si  consideri  la  serie  armonica  divergente 


1        1 

1  +  -2+T  +  - 


l32  I  -  S    ^^   ^^    111-112. 


Con  questi  termini  presi  col  loro  segno  e  con  segno  opposto  si 
formino  le  serie  : 


1,111111 

11,        1111 

2        34         256789         3"*" 

La  prima  serie  è  convergente  per  V  art  81,  e  si  può  di- 
mostrare che  ha  per  somma  il  logaritmo  neperiano  di  2.  Ap- 
plicando lo  stesso  articolo  si  vede  del  pari  che  la  seconda 
serie  è  pure  convergente,  ma  ha  per  somma  il  logaritmo 
neperiano  di  3.  È  poi  facile  assicurarsi  che  la  terza  serie  è  di- 
vergente. 

CoROLL.  3.°  Senza  alterare  V  ordine  dei  termini  di  una 
serie  a  termini  tutti  positivi  si  possono  sempre  cambiai^  f 
loro  segni  in  modo  che  la  serie  ottenuta  7'iesca  ,convergeì\ie 
ed  abbia  per  somma  un  numero  qualunque  fissato  ad  ar- 
bitrio. 

Basterà  infatti,  per  avere  una  serie  la  cui  somma  sia  un 
dato  numero  A,  riunire  i  termini  della  serie  in  gruppi  succes- 
sivi, da  prendersi  alternativamente  coi  segni  positivi  e  negativi, 
seguendo  lo  stesso  criterio  tenuto  all'art.  108, 

112.  Se  una  serie  mantiene  sempre  la  convergenza  co- 
munque  si  cambi  Verdine  dei  termini,  essa  mari  tiene  anche 
sempre  la  stessa  somma. 

Infatti,  dalla  serie  data  (I)  si  formino  le  due  serie  (D)  e 
(III).  Queste  due  non  possono  essere  entrambe  divergenti,  poi- 
ché allora  la  serie  data  (I)  potrebbe  anche  trasformarsi  in  altre 
serie  divergenti  o  indeterminate,  in  opposizione  air  ipotesi  ;  ma 
nemmeno  una  sola  delle  due  serie  (li)  e  (III)  può  essere  di- 
vergente, poiché  sarebbe  tale  anche  la  (I)  (art.  107). 

Avrà  dunque  luogo  necessariamente  il  primo  dei  tre  casi 
considerati  al  teorema  dell'articolo  citato,  nel  quale  le  due  serie 
(II)  e  (UI)  sono  entrambe  convergejiti.  Indicando  ora  con  se 5* 


1-5  II,  art.  ii2-n3  i33 


le  somme  di  queste  serie,  esse,  per  Y  art.  106^  sono  indipen- 
denti deirordine  dei  termini,  e  si  avrà: 


lim  tj   =s,      lim  g\=s' 


dove  a  ,  a* ,  ed 


S  =(J    —  C  , 


hanno  gli  stessi  significati  come  air  art.  107.  Quindi  eviden- 
temente : 

lim  5  =lim7    — lim  a* ,  z=s  — 5', 

cioè: 

La  somma  di  una  serie  che  converge  comunque  si  cambi 
Vordine  dei  termini  è  costante  ed  è  eguale  alta  somm^  della 
serie  formata  coi  soli  termini  positivi  diminuita  della  sommu 
della  serie  formata  coi  valori  assoluti  dei  termini  negativi. 

113.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una 
serie  sia  convergente  assolutamente  è  che  sia  convergente  la 
se^ne  dei  valori  assoluti  dei  suoi  termini. 

Questa  condizione  è  necessaria.  Infatti,  se  la  serie  dei  va- 
lori assoluti  non  è  convergente,  ciò  significa  che  almeno  una 
delle  due  serie  (II)  e  (111)  è  divergente.  Ma  allora,  per  Tart.  i07, 
la  serie  data  (I)  o  è  divergente  o  può  rendersi  tale  col  cambiare 
l'ordine  dei  termini. 

Questa  condizione  è  sufficiente.  Infatti,  se  essa  è  soddi- 
sfatta le  due  serie  (II)  e  (III)  sono  entrambe  convergenti; 
quindi,  pel  solito  art.  i07,  la  serie  data  (I)  converge  assolu- 
tamente. 

Così  la  serie 

è  convergente  assolutamente,  essendo  per  Tart.  98  (es.  3^)  con- 
vergente la  serie 

_       1        1    .    1  _^ 

1  "*"  ■2«  ■*■  F    "¥ 
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Invece  la  convergenza  della  serie 


l_l  +  l_l4-.. 
2       3         4 


non  ò  assoluta,  poiché  la  serie 


H.1H.1  +  1  + 
-234 


ò  divergente. 


CAPITOLO  SECONDO 


OPERAZIONI  CON  NUMERI  COMPLESSI 


5  1.  -  operazioni  fondamentali. 


114.  Se  a  è  un  numero  negativo  ed  m  un  numero  pari 
positivo,  non  esiste  alcun  numero  tra  quelli  fin  qui   introdotti 

che  elevato  alla  potenza  rn^  produca  a,  sicché  in  tal  caso  la 

scrittura  [/a  non  avrebbe  significato. 

Qui  dunque  si  è  di  nuovo  costretti  o  a  dichiaiare  non 
sempre  possibile  l'estrazione  di  radice,  o  a  cercare  una  nuova 
estensione  del  campo  dei  numeri,  introducendo  altri  enti  arit- 
metici che  comprendano  quelli  atti  a  rappresentare  anche  le 
radici  di  grado  pari  dei  numeri  negativi. 

A  tal  fine  conviene  introdurre  anzitutto  un  numero  che 
si  chiama  unità  immaginaria  e  si  indica  colla  lettera  /,  il 
quale  soddisfi  per  definizione  alFeguaglianza 

(I)  t^  =  -l, 

che  equivale  alla 

m 

Di  qui  segue  per  le  varie  potenze  di  /,  volendo  Conservare  le 
regole  di  calcolo  dei  numeri  reali: 

f=  —  Ìr      Ì^=\y     ^  =  i,      Z«  — —  1,.. 

e  in  generale 

dove  n  è  un  intero  qualujique. 

115.  Si  tratta  ora  di  vedere  quali  altri  enti  sia  necessario  in- 
trodurre insieme  ad  i  quando  si  vogliano  conservare  le  regole 
di  calcolo  relative  alle  quattro  operazioni  fondamentali. 


II  -  3  'i  art.  ii5-iio. 


Innanzi  tutto  si  presentano  i  numeri  della  forma  bi  ctte- 
nuti  moltiplicando  un  numero  reale  6  per  l'unità  immaginaria/, 
"  e  si  dicono  numeri  immnr/maì'i.  Essi  devono  ritenersi  come 
siinU  dai  numeri  reali,  poiché  ammettendo,  p.  es.,  che  il  nu- 
ero  reale  a  fosse  eguale  al  numero  immaginario  fir",  dall'  egua- 
ianza  a^bi  si  dedurrebbe,  volendo  conservare  le  regole  per 
moltiplicazione  : 

:è,  f»er  la  definizione  di  i: 

««  —  _;,', 

che  sarebbe  assurdo  tutte  le  volte  che  non  fosse  a  =  fi  =  0. 

Vediamo  anche  quali  fra  i  numeri  immaginari  debbano 
enersi  eguali  e  quali  dislinli. 

Ammettendo  che  sia 

ai  =  ì>i, 

nviene  anche  ammettere  che  sia,  dovendo  sussistere  le  re- 
lè di  calcolo: 


116.  Aggiungendo  a  numeri   immaginari  numeri  reali  si 
engono  espressioni  della  forma 


e  si  dicono  numeri  complessi.  Vediamo  quali  si  debbano  ri- 
lere  eguali  e  quali  disiinli.  Se  ora  si  vuole  ammettere  che  sia 


ìviene  anche  ammettere  che  sia,  dovendo  sussistere  le  re- 
lè di  calcolo  : 

a  —  e  =^(d-~~b)i, 

indi  dovrà  aversi  per  l'articolo  precedente: 
nque: 


JI  -  5  i,  art.  116-118.  139 

Affinchè  due  numeri  comj)lessi  siano  eguali  è  necessario 
che  siano  iali  separafamcìiie  le  2)aìHi  reali  e  le  parti  im- 
maginarie. 

Di  qui  segue  che  un  numero  complesso  a  -H  bi  non  può 
essere  nullo  se  non  seno  tali  in  pari  tempo  a  e  b.  Se  a  ^0  si 
ha  il  numero  immaginario  bi,  se  &  =:  0  si  ha  il  numero  reale  a  : 
quindi  Y  espressione  a  -f  bi  comprende  il  campo  di  tutti  i  nu- 
meri finora  considerati. 

Ora  è  facile  verificare  che  1*  applicazione  a  numeri  com- 
plessi delle  regole  di  calcolo  delle  operazioni  fondamentali  non 
può  condurre  a  nuovi  enti  numerici,  cioè  il  campo  dei  numeri 
ncn  può  estendersi  ulteriormente.  Basta  verificare  ciò  per  l'ad- 
dizione e  la  moltiplicazione,  e  mostrare  che  le  operazioni  in- 
verse sono  sempre  possibili  con  numeri  della  forma  a  4-  bi. 

117,  La  somma  di  due  0  più  numeri  complessi  è  il  nu- 
mero complesso  che  ha  per  parte  reale  la  smnma  delle  parti 
reali  degli  addendi  e  per  coefficiente  di  i  la  somma  di  quelli 
degli  stessi  addendi. 

Cioè  : 

Di  qui  si  vede  che  la  legge  commutativa  è  verificata,  cioè  che  : 

La  somma  di  numeri  complessi  è  indipendente  dal- 
l'ordine degli  addendi. 

118.  Esiste  sempre  un  numero  della  forma  r-^  si  che  som- 
mato con  uno  della  stessa  forma  c-k-di  ne  produce  uno  della 
stessa  forma  a  4-  bi.  Un  tal  numero  è 

{a  —  c)'{-{b  —  d)i, 
essendo  appunto  per  l'articolo  precedente  : 

(c  +  dO  +  i  {cL  —  c)  +  {b  —  d)i\  =  a'\'bi. 
Questo  numero  si  designa  ancora  colla  scrittura 

(a  4-  bi)  —  (e  4-  di), 
e  si  dice  pure  differenza  fra  i  numeri  complessi  a  4-  W  e  e  4-  di. 


140  II  -  S  I,  art.  1 19-120. 

il9.  La  moltiplicazione  di  due  numeri  complessi  è  compresa 
neireguaglianza 

(2)  (a  +  bi)  {e  4-  di)  =  {ac  —  6d)  -f-  (àc  +  €Ut)t\ 

poiché,  eseguendo  l'operazione  come  pei  binomi  reali,  al  termine 
bdt^  può  sostituirsi  —  bd.  Quindi  il  prodotto  di  due  numeri  della 
forma  a-hbiè  anche  un  numero  della  stessa  forma.  E  si  vede 
che  qui  pure  è  verificata  la  legge  commutativa,  poiché  scam- 
biando a  con cQb con  d il  secondo  membro  della  (2)  non  muta. 

Tutto  ciò  vale  per  un  numero  qualunque  di  fattori. 

Infatti,  il  prodotto  di  n  fattori 

(a  +  bx)  {e  -f  dx)  ••  •  (^  +  hx) 
si  potrà  mettere  evidentemente  sotto  la  forma 

A^x  +A^x       -f  ...f  ,4^, 

e  ciò  qualunque  sia  Tordine  con  cui  si  dispongono  i  fattori,  se 
le  a,  &,  e, . . ,  /?,  /r,  x  sono  numeri  reali.  Ponendo  a;  —  /  si  avrà  : 

=  Af  +  Af^^  +  ^+A^. 

Ma  ogni  numero  intero  n  é  della  forma  4m  +  e,  con  e  =  0, 1, 2, 3; 
quindi  per  la  definizione  di  ?,  nel  polinomio 

una  parte  di  termini  si  ridurrà  a  numeri  reali  e  gli  altri  a  nu- 
meri immaginari.  Dunque  in  generale  il  prodotto  di  più  fattori 
della  forma  a  -f  W  é  un  numero  della  stessa  forma  ed  é  indi- 
pendente dall'ordine  con  cui  si  moltiplicano  i  fattori. 

120.  Anche  per  numeri  complessi  sussiste  la  proprietà  che 
un  prodotto  é  nullo  solo  quando  è  tale  almeno  uno  dei  fattori. 


11  -  §  I,  art.  120.  i^i 

Infatti,  il  prodotto  di  due  numeri  a  4. 6f  e  c-^di  essendo 
dato  da 

{a  4-  hi)  (e  -f  Oi)  =  {ac  —  M)  +  (ad  -h  bc)  U 
l'annullarsi  di  esso  ò  scritto  nelle  due  eguaglianze 

ac  —  &rf  =  0 

(3) 

éw^  4-  ftc  =  0. 

L' annullarsi  del  numero  complesso  a  +  bi  è  scritto  nelle  due 
eguaglianze 

(4)  a  =  0 ,      &  =  0 , 

e  r  annullarsi  del  numero   complesso  e  4-  rf/,  nelle  due  egua- 
glianze 

(5)  c  =  0,      rf  =  0. 

Si  vede  subito  che  se  uno  dei  fattori  a  4-  &e  0  e  4-  di  si 
annulla,  si  annulla  pure  il  prodotto  (a  4-  bi)  {e  4-  di),  poiché 
r  esistenza  delle  eguaglianze  (4)  0  (5)  produce  T  annullarsi  di 
ac  —td  e  ad  4-  bc. 

Ma,  reciprocamente,  affinchè  il  prodotto  (a  4-  bi)  (e  4-  di) 
possa  annullarsi  solo  quando  si  annulla  uno  dei  fattori,  devono  le 
due  eguaglianze  (3)  produrre  come  necessaria  conseguenza  Tan- 
nullamento  di  a  e  &  ovvero  di  e  e  d. 

Ciò  si  dimostra  fondandosi  su  di  una  proprietà  della  somma 
di  due  quadrati  espressa  dall'eguaglianza 


(6) 


(a*  4-  &')  (e'  4-  tì')  =  (ac  —  bd)*  4-  (bc  4-  ady, 


che  si  può  facilmente  verificare  collo  sviluppo  dei  due  membri. 
Invero,  se  sussistono  le  eguaglianze  (3),  si  annullano  i  quadrati 
del  secondo  membro  della  (6),  e  quindi  il  primo  membro  de- 
V  essere  nullo.  Ma  questo  è  il  prodotto  di  due  fattori  reali 
(a*  -f  ft*)  e  (e*  4-  rt');  quindi  per  Tart.  26  esso  non  può  annul- 
larsi senza  che  si  annulli  uno  dei  fattori;  cosicché  dovrà  essere  0 

a«4-2/'  =  0 

ovvero 

e*  +  rf*  =  0. 


ìj{2  II  -  5  ij  art.  121. 

# 

Ora  la  priina  eguaglianza  ha  per  conseguenza  le  (4),  e  la  se- 
ccnda,  le  (5);  poiché  la  somma  di  quadrati  di  numeri  reali  ncn 
può  annullarsi  senza  che  si  annullino  separatamente  le  basi. 
l)unque  l'annullarsi  del  prodotto  (a  -h  bf)  {e  -f  di)  esige  l'annul- 
lamento 0  del  fattore  a  4-  '>^*  0  del  fattore  e  -^di\  come  si  do- 
veva dimostrare. 

121,  11  concetto  di  divisione  si  deve  estendere  anche  ai 
numeri  complessi  nel  solito  modo,  cioè  considerando  questa 
operazione  come  l' inversa  della  moltiplicazione. 

Siano  a-^hi  e  e  +  di  due  numeri  complessi.  Si  tratta  di 
vedere  se  esiste  un  numero  r  -\-  si  della  stessa  forma  tale  che  sia 

(7)  a-f  W  =  (c-hf/0  O'  +  ^O- 

Bisogna  intanto  escludere  il  caso  che  il  divisore  e  +  di  sìa 
nullo  senza  che  sia  tale  il  dividendo  a  4-  bi,  poiché  per  Tarticclc 
precedente  il  prodotto 

(e  -h  ^^0  (/'  +  si) 

non  può  dare  un  numero  non  nullo  se  uno  dei  suoi  fattori  è 
nullo.  Escluso  dunque  questo  caso,  affinchè  possa  sussistere 
la  (7)  ovvero  la 

a-i-M—  (cr  —  ds)  +  (cs  -f  cfr)  i , 

é  necessario  e  sufficiente  per  Y  art.  116  che  sussistano  le  due 
eguaglianze 

cr  —  ds  =  a 
cs  +  tf  r  =  &. 

Da  queste  si  possono  calcolare  /'  ed  s.  Infatti,  moltiplicando  la 
prima  per  e  e  la  seconda  per  d  e  sommando  si  ha: 

{c^-\-(P)r  =  ac  +  bd, 

onde,  poiché  e'  4-  d^  non  può  esser  nullo,  non  essendo  tale 
c-h  di,  segue  che  r  ha  il  valore  finito  e  determinato 

_ac+  bd 


II  -  S  I9  art.  121-122.  i43 

Analogamente,  moltiplicando  la  prima  per  — tf,  la  seconda  per 
'•  e  sommando  si  ottiene  : 

(e*  -h  cp)s  =  he  —  ad 

onde 

he  —  ad 

Reciprocamente,  è  facile  verificare  che  il  numero  r  -f  .s?  cosi 
determinato  soddisfa  effettivamente  alla  (7). 

Esiste  dunque  un  unico  numero  complesso  r  -f-  si  soddi- 
sfacente alla  (7)  e  questo  numero  è 

ac-hbd       bc  —  ad  , 

che  si  esprime  ancora  colla  scrittura 

a-\'bt 
c-hdi' 

e  si  dice  il  quoziente  di  a  -h  &/  per  e  -4-  dì, 

122.  Ora  è  importante  mostrare  che,  applicando  ai  numeri 
complessi  le  regole  fondamentali  di  calcolo,  da  due  eguaglianze, 

/ox  a  -h  W  =  a'  -f  Vi 

C'\'di=  c'  +  d'i, 

si  deducono  le  eguaglianze 

(fl  -f  bi)  +  (e  +  di)  =  (a'  -f  b'i)  +  (e'  +  d'i) 

(a  +  bi)  —  (e  -f  (?0  =  (a'  +  b'i)  -  (e'  -f  d'i) 

(9)  (a  +  W)  {e  +  di)  =  (a'  +  b'i)  (e'  +  d'i) 

a-hbi  __  a'  -f  b'i 
c-hdi  *~   c'TrfV' 


Il  -  S  I,  art.  122-123. 


Infatti,  le  eguaglianze  (8)  producono  le  eguaglianze 

(8')  a  =  a',    b  —  b',    c  =  c^,    d  —  d. 

Ma  le  eguaglianze  (9),  in  virtù  delle  quattro  operazioni 
lamentali,  dicono  quanto  segue. 
La  prima  dice  che  è  ; 

b-¥d  =  b-Jra, 
econda  che 

a  —  c  =  a'—d 
b  —  d  =  b'~d\ 
exza  che 

oc  —  6d  =  a'c'  —  b'd' 
ad  +  bc  ^  ad'  -}-  b'c', 

[uarta  che 

ac  +  bd  _  a'c'  +  b'tP 
e*  +  a*  ~  c'  +  a" 
bc  —  ad  __  b'd  —  dS  _ 

?To^'"  "e" +  (;■*"" 

Ma  tutte  queste  eguaglianze  sussistono  appunto  se  sus- 

:no  le  (8)  0  le  (8').  Dunque  : 
Quelle  stesse  trasfoì'mazloni  che  si  possono  eseguire  so- 
le eguaglianze  di  numeri  reati  si  possono  anche  eseguire 

ra  le  eguaglianze  di  numeri  complessi. 

123.  Due  numeri  della  forma  a  +  bi^  a  —  6/  si  dicono  conin- 

f  fra  loro- 
Di  qui  segue  che 

Ogni  numero  reale  è  coniugato  a  sé  stesso. 
Reciprocamente,  se  un  numero  e  +  dì  è  eguale  al  suo 

fugato  e  —  di,  esso  dev'essere  un  numero  reale. 
Infatti,  dall'eguaglianza 

e  -f-  d(  =  e  —  di. 


II  -  5  ij  art.  123-125.  145 

segue 

2^  =  0, 

cicè  d  dev'  essere  nullo,  mentre  e  può  avere  un  valore  qua- 
lunque. 

Analogamente  si  ha  che: 

Ogni  numero  im7naginario  è  coniugato  al  suo  opposto. 

E  reciprocamente  :  se  un  numero  c-r  di  è  eguale  ed  op- 
liosto  al  suo  coniugato  e  —  di,  cioè  se  la  loro  somma  è  nulla, 
quel  numero  dev'essere  semplicemente  immaginario. 

Infatti,  daireguaglianza 

(e  -f  di)  -f  (e  —  di)  =  0 
segue 

2c  =  0, 

quindi  e  dev'essere  nullo,  mentre  d  può  avere  un  valore  qua- 
lunque. 

124.  11  prodotto 

(c-f  rfO  {e  — di) 

di  due  numeri  coniugati  risulta  eguale  alla  somma  e'  -h  ó}  di 
quadrati,  quindi  è  un  numero  reale  e  positivo,  che  non  può  es- 
vscre  nullo  senza  che  siano  nulli  e  e  rf  cioè  entrambi  i  numeri 
coniugati. 

Il  numero  e*  -f' cP  si  dice  norma^  e  la  sua  radice  quadrata 

positiva  [/e*  -f  tf,  modulo  del  numero  complesso  e  4-  di.  Quindi  : 
Due  numeri  coniugati  hanno  norme  e  moduli  eguali. 

125.  Si  considerino  due  numeri  complessi  a  -h  &/  e  e  -4-  d/, 
e  i  rispettivi  coniugati  a  —  bi  e  e  —  di.  Applicando  a  questi  ul- 
timi le  regole  delle  quattro  operazioni  fondamentali,  si  ottiene  : 

(a  —  l)i)  -h  (c  —  di)  =  (a  -f  e)  —  (&  -f  d)  i 
(a  —  l)i)  —  (e  —  di)  =  (a  —  c)-(l)  —  d)i 
(a  —  bi)  {e  —  di)  =  (ac  —  bd)  —  (ad  +  bc)  i 

a—bi ac-hbd  ^  bc  —  ad  . 

e  — d^  ~  c^-^fP  ~^  c^+  cP 

0.  GarbtorJ  e  A.  Capelli  -  AnalUi  algebrica.  10 


I4&  il  -  S  I'  3rt.  125-126. 

Confrontando  queste  eguaglianze  colle  analoghe  ottenute 
dai  numeri  a  +  M  e  c-i-  di  s\  vede  che  i  risultati  differiscono 
solo  pel  segno  del  coeftìciente  di  f.  Ciò  del  resto  si  deduce  subite 
cambiando  nelle  stesse  eguaglianze  b  in  —  b  e  a  in  ■ —  e/.  Si 
può  qumdi  affermare  la  seguente  notevole  proprietà  : 

Siano  dati  più  numeri  complessi 

a  +  bf,    c  +  df,    e  +  ft", 

in  numero  finito.  Suppongasi  che  colC  eseguire  fra  essi  un 
numero  finito  di  operazioni  fondamentali  di  addizione,  sot- 
trazione, moltiplicazione  e  divisione  si  sia  ottenuto  un  nu- 
mero r  +  si.  Allora,  eseguendo  la  stessa  serte  di  operazioni 
sui  numeri  coniugati 

a—bi,    e  — di,    e— fi,-, 

si  ottiene  per  risultato  il  numero  r  —  si  coniugato  ad  r  +  sì. 
12S.  Si  considerino  le  due  eguaglianze 

i  =  (oc  —  bd)  +  (ad  +  bc)  i 
)  ~  (oc  -  bd)  —  (ad -i-  bc)i. 

membro  a  membro,  ed  eseguendo   il 
;ati  si  ottiene 

')  =  (ac  —  bdy  +  {ad  +  bc)*. 

mostra  che  : 

otto  di  due  numeri  complessi  è  eguale 
dei  due  fattori. 


=  (ac  +  bd)  +  (bc  ~  ad)  i 
=  (ac  +  M)  —  (bc  —  ad)t, 

via  di  mcltiplicazione  dei  fattori  co- 
)  =  {ac  -h  bd)*  +  (bc  —  ady  ; 
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cnde  si  vede  che  la  decomposizione  del  prodotto  (a*  +  6*)  (e*  -f  à*) 
nella  somma  di  due  quadrati  può  effettuarsi  in  due  modi  diversi. 

Cambiando  b  in  b[/n  e  d  in  d\/n^  Y  ultima  eguaglianza 
diventa  : 

(a*  4-  nti^)  (c«  -f  ncP)  =  (ac  +  nbdy  +  n{bc  —  ad)\ 

quindi  il  prodetto  di  due  numeri  della  forma  a*  -h  n&*  può  espri- 
mersi in  due  modi  diversi  con  un  numero  della  stessa  forma. 

Segue  inoltre  che  il  prodotto  di  tre  0  più  somme  di  due 
quadrati  è  eguale  alla  somma  di  due  quadrati. 

Se  a^  b^  e,  d  sono  numeri  interi,  segue  dalla  stessa  egua- 
glianza che  il  prodotto  di  due  numeri  di  cui  ciascuno  è  una 
somma  di  due  quadrati  interi,  è  eguale  ad  una  somma  di  due 
quadrati  interi. 

Cesi  ad  esempio  se  è: 


&\  ha 


a*-i.  6^  =  29 
c*^  à^  =  65 
ac  -  bd  =  —  27 
ad  +  &c  =  34 
(ac  —  bdy  +  (ad  +  bey  =  1885, 
29  X  65  =  18S5. 

127.  Analogamente,  il  predetto  di  due  0  più  somme  di 
quattro  quadrati  è  esprimibile  in  vari  medi  con  una  somma  di 
quattro  quadrati. 

Infatti,  si  ha  identicamente  : 

come  si  verifica  sviluppando  i  due  membri. 


1  -  §  I,  art.  127-129. 


Ponendo  in  questa 


a  =  a  +bi  ^— e+dì 

S  =  a  —  bi  —■(  =c  —di 

a'  —  a'+b'i  P'=c'  +  d'z 

Y'  ^  a'  —  b'i         —  ■(•'  =  c'  —  d'i, 
ottiene 

(a*  +  &*  +  e»  +  d')  (o'  +  6*  +  e'  +  (f) 
—  (aa'  —  bh'  —  ce'  —  ddf 
+  {ab'  +  bà'  —  Cd'  —  de')* 
-r  (ac'  —  bd'  —  ca'  +  dò')* 
-\-  {ad'  ■+  be'  +  cb'  +  da'f. 

Di  qui  segue  inoltre  che  il  predetto  di  tre  o  più  semme 
quattro  quadrati  si  può  sempre  esprimere  come  somma  di 
jattro  quadrati. 

i28.  Chiudiamo  questo  paragrafo  osservando  che  nel  camp; 
;i  numeri  reali,  positivi  e  negativi,  esistono  le  due  unità  reali 
ipcste  +1  e  —  1.  Nel  campo  dei  numeri  complessi,  insieme 
queste  due  unità,  esistono  la  unità  imìnag inaria  (  e  la  sua 
ipcsta  —  i.  Queste  quattro  unità  godono  della  proprietà  comune 
avere  per  norma  lo  stesso  numero  1.  Inoltre  si  deduccnc 
tte  dall'  unità  immaginaria  i  mediante  moltiplicazione  per  se 
35sa,  come  risulta  dall'art,  ll4. 

1S9.  Giunti  a  questo  punto  sì  presenta  anche  naturale  la 
lestione  se,  nello  stesso  modo  che  dopo  i  numeri  interi  si  e 
iti  costretti  d"  introdurre  di  mano  in  mano  1  numeri  frazionari, 
legativi,  gli  irrationali  e  gli  immaginari,  non  si  potrà  rendere 
icessaria  l' introduzione  di  nuove  specie  di  numeri  affine  ài 
ndere  poi  possibili  nuove  operazioni  che  per  avventura  si  in- 
ntrassero.  E  in  questo  caso,  quali  saranno  dunque  i  numeri 
il  generali  dei  numeri  complessi,  i  quali  possano  costituire 
nte  numerico  più  generale  possibile  ?  A  tali  domande  si  può 
>pondere  che  tutti  ì  problemi  che  entrano  nel  dominio  dei- 
analisi  algebrica  sono  risolubili  per  mezzo  dei  numeri  com' 
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plessi,  onde  non  si  trova   in   essa   motivo   air  introduzione  di 
nucvi  numeri. 

Inoltre  è  stato  bensì  tentato  d'introdurre  un  nuovo  ente 
ccstituito  di  tre  unità  irreducibiti  anziché  di  due,  com*  è  ap- 
punto il  numero  complesso,  ma  si  è  riconosciuto  che  per  tali 
enti  non  si  possono  conservare  le  regole  ordinarie  dell'aritme- 
tica. Per  questi  nuovi  enti,  che  formano  l'oggetto  della  teoria 
dei  quate}mtom\  bisogna  stabilire  un'aritmetica  tutta  a  sé,  di- 
versa assai  dalla  consueta. 


i5o  n  -  S  2,  art.  i3o-i3u 


5  2.  —  Rappresentazione  geometrica 
e  forma  trigonometrica  dei  numeri  complessi. 

130.  I  numeri  complessi  si  possono  rappresentare  geome- 
tricamente coi  punti  di  un  piano  nel  modo  seguente: 

Immaginando  condotte  per  un  punto  fisso  0  [origine  delle 
coordinale)  due  rette  A"  ed  V  indefinite  in  entrambi  i  sensi  e 
fra  loro  ortogonali,  la  prima  di  esse  dividerà  il  piano  in  due 
regioni  che  si  indicheranno  con  A  ed  A\  e  la  seconda  in  due 
regioni  che  si  indicheranno  con  B  e  B'  rispettivamente.  Prese 
era  un  punto  P  qualunque  nel  piano,  sia  x  il  numero  che  mi- 
sura la  sua  distanza  dalla  retta  F,  preso  questo  numero  ^  ccl 
segno  -ho  —  secondo  che  P  si  trova  nella  porzione  B  o  B'^ 
Analogamente  si  indichi  con  y  il  numero  che  misura  la  distanza 
di  P  dall'asse  X  preso  col  segno  -ho  —  secondo  che  P  cade 
nella  porzione  A  ed  ^'.  I  numeri  x  ed  y,  che  possono  essere 
numeri  reali  qualunque,  si  dicono  le  coordinale  del  punto  P 
rispetto  ai  due  assi  ortogonali.  Esse  restano  determinate  in  va- 
lore assoluto  ed  in  segno  quando  sia  fissato  il  punto  P,  e  re- 
ciprocamente è  facile  vedere  che  dati  ad  arbitrio  due  valori  di 
X  e  dì  y,  esiste  sempre  un  unico  punto  P  .le  cui  coordinate 
hanno  rispettivamente  quei  valori.  Questo  modo  di  individuare 
i  punti  del  piano  per  mezzo  di  una  coppia  di  numeri  reali  è 
dovuto  a  CarlesiOy  e  le  coordinate  qui  definite  si  dicono  per  tal 
ragione  carlesiane. 

131.  Poiché  ora  ogni  coppia  di  numeri  reali  x  ed  y  indi- 
vidua un  unico  numero  complesso  x  -^yi,  e  reciprocamente . 
si  vede  come  per  tal  modo  ad  ogni  punto  del  piano  corrisponda 
un  certo  numero  complesso,  reciprocamente.  Questo  modo  di 
rappresentare  geometricamente  i  numeri  complessi  si  dice  an- 
che rappresentazione  di  Gauss.  Essa  consiste  dunque  nel  far 
corrispondere  ad  ogni  numero  complesso  a  -h  bi  quel  punto  del 
piano  le  cui  coordinate  x  ed  y  hanno  i  valori  rispettivi  a  e  à. 

Chiamando  parte  positiva  dell'asse  X  quella  porzione  della 
retta  indefinita  X  che  cade  nella  porzione  /?,  e  parte  positiva 
dell'asse  Y  quella  che  cade  in  A,  e  parti  negative  le  due  parti 
che  cadono  rispettivamente  in  B"  ed  A\  si  vede  facilmente  che 
i  numeri  reali  sono  rappresentati  dai  punti  dell'asse  X,  precisa- 


II  -  §  2,  art.  i3i-i33,  i5i 

mente  i  numeri  reali  positivi  a  sono  rappresentati  dai  punti 
che  si  trovano  sulla  parte  positiva  di  X  ad  una  distanza  dal- 
l'crigine  0  misurata  dal  numero  a,  mentre  che  i  numeri  reali 
negativi  —  a  sono  rappresentati  dai  punti  che  cadono  nella  parte 
negativa  di  X  alla  distanza  a  dall'origine.  Similmente,  i  numeri 
immaginari  ±ai  sono  rappresentati  rispettivamente  dai  punti 
che  si  trovano  sulla  parte  positiva  o  negativa  dell'asse  I^  I  nu- 
meri essenzialmente  complessi,  cioè  quelli  della  forma  a  +  bi 
ccn  a  e  ft  non  nulli,  sono  rappresentati  da  punti  del  piano  non 
situati  su  alcuno  degli  assi.  Il  numero  zero  è  rappresentato  dal- 
l'crigine  O  delle  coordinate. 

Il  punto  rappresentativo  di  un  numero  complesso  dicesi 
anche  indice  od  imagine  del  numero  complesso. 

132.  Siano  a  -H  &«  e  e  +  di  due  numeri  complessi  aventi  per 
indici  i  punti  P  e  0.  La  somma 

(a  4-  bi)  -f  (e  -f  di) 

dei  numeri  complessi  avrà  per  indice  il  punto  di  ascissa  a  4-  e 
e  di  ordinata  b  +  d.  Per  ottenere  questo  punto  basta  condurre 
per  P  un  segmento  PL  eguale  ad  OQ  e  della  stessa  direzione. 
Il  punto  L  ha  infatti  per  ascissa  a  -h  /^  e  per  ordinata  e  -f  d^ 
quindi  è  il  punto  indice  della  somma  dei  due  numeri  com- 
plessi dati. 

Conducendo  invece  per  P  un  segmento  PV  eguale  ad 
OQ  ma  di  direzione  opposta,  l'estremo  L'  sarà  T  indice  del  nu- 
mero complesso 

(a  4-  bi)  -  (e  -h  di). 

Similmente  si  vede  che,  dati  gì'  indici  P,  0,  i?,  5, . . .  di 
più  numeri  complessi,  per  ottenere  T  indice  della  somma  basta 
trasportare  uno  di  seguito  all'altro  i  segmenti  OP,  OQ,  OR,  OS,.,. 
conservandone  la  direzione.  L'ultimo  estremo  della  spezzata  è 
r  indice  richiesto. 

133.  Ogni  numero  complesso  non  nullo  può  essere   scritto 
sotto  la  forma 

a -f  W  =  |/à^+T'  {—-^ -f         ^         i\ 


U  -S  2,  art.   i33. 

-g— -.  '        f. 

a*  +  \?       [/a*  H-  6* 

:he  la  sua  norma  o  la  somma   dei    qua- 

^ b^_ 

i*'+~tr  |/a'  +  i^ 

do  per  abbreviare 

a  b       „ 

=  '•'      -^«'      7  =  P. 

li  numero  complesso  può  mettersi  setto  la 

a  +  6f  — r(a  +  PO 

I  reale  positivo,  «  e  p  numeri  reali  tali  da 
inza 

a*  +  ^*  =  ]. 

P,  che  individuane  un  numero  complesse, 
geometrico  preciso  che  si  rivela  dalla  cen- 
•dinaie  pò  turi. 

^  del  numero  complesso  a  +  6/  è  anche 
;hezza  del  segmento  OP  {raggio  relton-) 
'  {aiioìiiatia)  che  deve  descrivere  la  dire- 
Tasse  X  ruotando  in  un  senso  determinate 
cincidere  colla  direzione  OP.  Come  senso 
e  quello  che  mediante  una  rotazione  di 
!  la  direzione  positiva  Oa  dell'  asse  delle 
tiva  O'j  dell'asse  delle  y.  Se  sì  assumesse 
"ezione  Ox  dovrebbe  descrivere  un  angele 
na  di  venire  a  coincidere  con  Oy. 


11  -  S  2,  art.  i33-i34.  i53 

Si  osservi  ora  che  OP  è  eguale  al  modulo  r,  e  che  i  rap- 
porti 

a  b       ^ 

hanno  gli  stessi  valori  per  tutti  i  punti  del  segmento  OP.  Tali 
rapporti  si  chiamano  rispettivamente  il  coseno  ed  il  seìio  del- 
l'angolo 9.  Essi  si  designano  con  sm  9  e  cos  f ,  e  si  ha  : 

a  b 

cos  9  =  — ,        sin  9  =  — . 
r  r 

Più  semplicemente  il  seno  ed  il  coseno  di  un  angolo  <p 
M  possono  definire  come  l'ordinata  e  l'ascissa  di  quel  punto 
lidia  circonferenza  di  raggio  1  e  di  centro  O  il  cui  raggio 
teitoi^e  ha  il  suo  angolo  polare  eguale  a  9. 

11  seno  e  coseno  di  uno  stesso  angolo  p  soddisfano  alla 
relazione 

sin*  9  4-  cos*  f  =  1. 

Dopo  ciò  ogni  numero  complesso  può  mettersi  sotto  la  forma 

a  -f-  bi  =  r  (cos  9  -f  «  sin  9) 

che  dicesi  forma  trigonometrica  del  numero  complesso  ;   r   è 
il  modulo  e  «p  dicesi  Vargomento  del  numero  complesso. 

134.  Vogliamo  qui  richiamare  brevemente  alcune  altre  de- 
linizioni  e  formole  fondamentali  di  trigonometria  il  cui  uso  è 
frequente  in  analisi. 

Si  osservi  primieramente  che  il  rapporto  —  ha  lo  stesso 

valore  per  tutti  i  punti  della  OP  e  del  suo  prolungamento.  Tale 
rapporto  si  dice  tangente  dell'angolo  9  e  si  scrive  : 

b 
tang  9  =  —  ; 

cnde,  poiché 

a  .  b 

cos  e  =  — ,       sm  9  =  — , 
^       r  ^       r 


i54  n  -  S  2.  art.  i33. 


&ì  ha 

sin  9 


tang  9  = 


CCS  9 


135.  In  trigonometria  si  sostituisce  all'  angolo  gecmetricc 
l'arco  di  raggio  1  che  lo  misura  nel  senso  sopraindicato,  o  me- 
glio quest'arco  aumentato  o  diminuito  di  un  multiplo  qualunque 
di  29r,  che  è  la  misura  di  una  circonferenza  di  raggio  1.  poiché 
aumentando  o  diminuendo  un  arco  9  di  qualsivoglia  numero  di 
circonferenze  si  ritorna  sempre  allo  stesso  estremo. 
Pertanto  si  hanno  le  forniole 

sin  (9  4- 2ft7t:=)  sinf 
cos  (9  -f  2Ait  )  =  cos  9 
tang  (9  4-  2h7z)  =  tang  9, 

nelle  quali  ft  è  un  numero  intero  positivo  nullo  0  negativo. 
Di  qui  segue  primieramente: 

sin  (—  9)  =    sin  (27:  —  9)  =  —  sin  9 
CCS  ( —  9)  =  cos  (2t:  —  9)  =  cos  9 
tang(—  9)  =  tang(2jr  —  9)  =  —  tang  9. 

Dalla  definizione  di  seno,  coseno  e  tangente  segue  poi  fa- 
cilmente : 

sin  (:r  =t  9)  =  =F  sin  9, 

cos  (ir  =1=  9)  =  dt  cos  9, 

tang  (r  =!r  9)  =  ±  tang  9, 

cos  9  =  sin  i-T —  9  j 
sin  9  =  cos  f  ~  —  9  ]• 

Per  ultimo  ricordiamo  la  formola  di  addizione  degli  archi 
sin  (9  -f  y)  =  sin  9  cos  y  -h  sin  y  cos  9, 


li  -  5  2,  art.  i35-i36.  i55 


se 


da  cui,  cambiando  y  ì^  —  T?  si  ha  : 

sin  (9  —  t)  =  sin  9  cos  y  —  sin  y  cos  p. 

Cambiando  in  questa  9  in  (-^ — pj,  si  ottiene: 

cos  (9  -h  y)  =  ^^s  9  cos  Y  —  sen  9  sin  y» 
e  finalmente  cambiando  in  questa  9  in  — 9: 

cos  (9  —  y)  =  cos  9  cos  Y  -f-  sin  ?  sin  y. 
i36.  Dato  un  numero  complesso 

il  suo  modulo  r  è  perfettamente  determinato  dall'eguaglianza 


ma  l'argomento  9  può  essere  accresciuto  0  diminuito  di  un  nu- 
mero qualunque  di  circonferenze.  Infatti  Teguaglianza  : 

a  -h  &/  =  r  (cos  ?  -f  /  sin  9) 
equivale  alle  due 

a  =  rcos9  5        &  =  rsin9, 

dalle  quali  quadrando  e  sommando  si  deduce: 

a*  -f  ^*  =  r"^ 
onde 


e  quindi  sostituendo  per  r  questo*  valore 


a 

co^  9  =  — ziiz=: ,         sin  9 


|/a«  +  d/«  |/a*  4-  6* 


i54  II  -  S  2,  art.  i33. 

—  -  -   — ■         -,    — 1. 

si  ha 

sin  9 


tang  9  = 


CCS  9 


135.  In  trigonometria  si  sostituisce  all'  angolo  geometrico 
l'arco  di  raggio  1  che  lo  misura  nel  senso  sopraindicato,  o  me- 
glio quest'arco  aumentato  o  diminuito  di  un  multiplo  qualunque 
di  2ir,  che  è  la  misura  di  una  circonferenza  di  raggio  I,  poiché 
aumentando  o  diminuendo  un  arco  9  di  qualsivoglia  numero  di 
circonferenze  si  ritorna  sempre  allo  stesso  estremo. 
Pertanto  si  hanno  le  formole 

sin  (9  4-  2ftiT  — )  sin  f 
cos  (9  -I-  2kT:  )  =  cos  9 
tang  (9  -f  2hi:)  =  tang  9, 

nelle  quali  /t  è  un  numero  intero  positivo  nullo  0  negativo. 
Di  qui  segue  primieramente: 

sin  (-  9)  =    sin  (27:  —  9)  =  —  sin  9 
CCS  (—  9)  =  cos  (2ir  —  9)  ~  cos  9 
tang(—  9)  =  tang(27:  —  9)  =  —  tang  9. 

Dalla  definizione  di  seno,  coseno  e  tangente  segue  poi  fa- 
cilmente : 

sin  (w  it  9)  =  zp  sin  9, 

cos  (tt  =t  9)  =  =t  cos  9, 

tang  (r  ^z  9)  =  =t  tang  9, 

cos  9  =  sin  f -^ —  9  ) 
sin  9  =  cos  l~  —  9  J. 

Per  ultimo  ricordiamo  la  formola  di  addizione  degli  archi 
sin  (9  +  y)  =  sin  9  cos  y  -f  sin  y  cos  9, 


Il  -  5  2,  art.  i35-i36.  i55 

da  cui,  cambiando  ^  in  —  y,  si  ha  : 

sin  (9  —  t)  =  sin  9  cos  y  —  sin  y  cos  f . 

Cambiando  in  questa  9  in  (-^ — f\  si  ottiene: 

cos  (9  4-  y)  =  cos  9  cos  Y  —  sen  9  sin  y, 
e  finalmente  cambiando  in  questa  9  in  —  9  : 

cos  (9  ~  y)  =  cos  9  cos  Y  -*-  sin  9  sin  y. 
i36.  Dato  un  numero  complesso 

il  suo  modulo  r  è  perfettamente  determinato  dall'eguaglianza 


ma  l'argomento  9  può  essere  accresciuto  0  diminuito  di  un  nu- 
mero qualunque  di  circonferenze.  Infatti  Feguaglianza  : 

a-i-bi  =  r  (cos  ?  -h  «  sin  9) 
equivale  alle  due 

a  =  rcos9,        6=:rsin9, 

dalle  quali  quadrando  e  sommando  si  deduce: 

a*  -h  ^^  zz:  r^ 

onde 


e  quindi  sostituendo  per  r  questo*  valore 


^               a                  .                 b 
ccb  9  =  — zzzzzm  9  Sin  9  =  — 


II  -  S  2,  art.  i3S-i37. 


Queste  due  relazicni  dicono  che  l'arco  9  è  perfettamente 
determinato  a  meno  di  un  multiplo  di  circonferenza,  pcichè  esi- 
ste sempre  uno  ed  un  scio  punto  della  circonferenza  di  raggio  1 
di  cui  il  seno  ed  il  coseno  abbiano  valori  dati.  Se  dunque  in- 
dicasi p,  es.  con  9^  il  più  piccolo  arco  positivo  tale  che  sia 


CO8  e.  =         ■ ,         sin  9.  =  —  , 

|/fl«  +  6*  l/a*  +  ft* 

si  avrà  in  generale: 

9  =  9o  -h  2ftjr, 

dove  ft  è  un  numero  intero  qualunque  positivo  nullo  0  negative. 

Dì  qui  segue  evidentemente  che  : 

Affi»c!iè  due  numeri  complessi  sfeno  effuali  è  necessan'o 
e  sufficiente  che  siano  eguali  i  loro  moduli  e  che  i  loro  ar- 
gomenti differiscano  di  un  numero  intero  {positivo  nullo  0 
tiegalivo)  di  circonferanze. 

137.  Il  modulo  della  somma  di  due  o  più  numeri  com- 
plessi non  può  superare  la  somma  dei  moduli  degli  addendi. 

Ciò  è  evidente  geometricamente  essendo  il  modulo  della 
somma  rappresentato  dal  segmento  che  congiunge  i  termini 
di  una  spezzata  avente  per  lati  i  moduli  degli  addendi 

Per  dimostrare  ciò  analiticamente,  sia  R  il  modulo  e  ♦ 
l'argomento  della  somma,  cioè  si  abbia  : 

r  (cos  9  +  f  sin  9)  -t-  r,  (cos  ?,  -1-  i  sin  9,)  +  - 
=  R  (cos  *  +  i  sin  it). 

Di  qui  segue 

ii  cos  *  =  r  cos  9  +  r,  cos  (?,  +  •■• 
Ji  sin  ♦  —  r  sin  9  +  r,  sin  9,  +  ••  •  , 

onde,  quadrando  e  sommando  : 

^  =  )■*+)■•  -1 h  2/T,  cos  (y  —  yj  +  2rr,  cos  (-j  —  yj  +  - 


Il  -  5  2,  art.  i37-i38.  ìSj 

Ma  il  secondo  membro  non  può  superare  il  polinomio 
r*  -f  r\  +  .  -h  2rri  -h  2rr,  -f.  ..  =  (r  H-  r^  +  •)^ 

quindi  R  non   può  superare  la  somma  dei  moduli  r -frj-f  ••, 
cerne  si  doveva  dimostrare. 

Nel  caso  di  due  addendi  il  secondo  membro  non  può  es- 
sere inferiore  a 

7*  +  ?*i  —  2n\  —  (/•  —  Tj)*, 

quindi  : 

Il  modulo  della  somma  di  due  numeri  complessi  è  com- 
preso fra  la  somma  e  la  differenza  dei  moduli  degli  addendi. 

138.  Cella  rappresentazione  trigonometrica  dei  numeri  com- 
plessi si  ottengono  formole    semplici   per  esprimere  prodotti, 
quozienti  e  potenze  di  numeri  complessi. 
a)  Eseguendo  infatti  il  prodotto 

r  (cos  o  -i-  i  sin  y)  r,  (cos  rfi  -f  i  sin  yj, 
si  ottiene 

n\  j  cos  o  cos  ^1  —  sin  y  sin  (pi  +  i  (cos  y  sin  Oj  -f  sin  o  cos  ^j)  |, 
il  che  può  scriversi,  in  virtù  delle  formole  di  addizione  degli  archi  : 

rr^  (cos  (9  4-  ©1)  -f  /  sin  (9  +  9^)). 

Moltiplicando  questo  risultato  per  un  terzo  fattore,  e  così  con- 
tinuando si  ha  il  teorema: 

//  prodotto  di  due  (opiù)  nwneri  complessi  è  un  numero 
complesso  che  ha  per  modulo  il  prodotto  dei  moduli  e  per 
argomento  la  som^na  degli  argomenti  dei  fattori. 

b)  Considerando  n  fattori  eguali  si  ha  la  formola 
\r  (cos  ^  +  ^  sin  y)p  =  /•"  (cos  ntf  +  i  sin  ny), 

che  dà  l'espressione  trigonometrica  della  potenza  intera  e  po- 
sitiva di  un  numero  complesso. 


i58  11  -  S  2,  art.  i3^. 

L'eguaglianza 

(cos  y-f  !SÌny)"=:cos  ny  +  (sin  n-^ 
dà  luogo  alle  due  eguaglianze  fra  numeri  reali 


1.2 

n  (n  -  1)  (n  —  2)  (n  -~  3) 


cos        ?  sin'  ! 


sin  «5  ^  «  ccs"      0  sin  9 — —-^  ' ■'cos"~*?sin'f+--r 

e)  Rispetto  al  quoziente  si  ha  la  formola 

?■  (cosy  +  i  sin? )       f  e      ,  ,^      ^  ■    ,         »i 

—^ — ~, .— ^=  —  (cos(ii  —  (s'i  +  f  sin  (?  —  ?)) 

che  può  leggersi  cesi  : 

Il  quoziente  di  due  numeri  complessi  ha  per  moibitoil 
quoziente  dei  loro  moduli  e  per  argomento  la  differenza  dd 
loro  argomenti. 

Infatti  per  la  formula  di  moltiplicazione  data  sopra  si  ha 

(cos  if'  4-  *  sin  y')  [cos  (y  —  ?')  +  (  sin  (y  —  if')] 
—  cos  «  +  /  sin  9. 


11  -  5  3,  art.  139.  159 


S  3.  ~  Estrazione  di  radice. 


139.  Per  n  intero  e  positivo  si  è  dimostrata  la  formola 
(i)  *         [ r  (cos  qp  4-  /  sin  ^)  ]"  =  r"  (cos  n  y  -f  f  sen  n  qp), 

che  dà  la  potenza  intera  e  positiva  di  un  numero  complesso. 
11  problema  inverso  a  questo  è  il  seguente  : 

Dato  un  numero  complesso 

a  +  bi  =  r  (cos  «p  -f  a'  sin  tf) 

trovare  un  numero  delia  stessa  forma 

e  +  di=  R  (cos  $  -h  ^  sin  $) 
fate  da  avere 

(c-f  di^  —  a  +  bi, 
o,  die  è  lo  stesso, 

(2)  [/?  (cos  $  -h  f  sin  <^)]*  =  r  (cos  ?  -*-  ^  sin  f) 

Se  esiste  un  numero  che  soddisfi  a  questa  eguaglianza, 
si  dovrà  avere  in  virtù  della  (i)  : 

ìR"  (cos  n  <t  4- 1'  sin  n  ^)=zr  (cos  y  4-  ^  sin  9) , 
quindi  per  l'art.  136  dovrà  aversi 

dove  A  è  un  intero  qualunque  positivo,  nullo  0  negative. 


i6o  II  -  5  3,  art.  i39' 

Dunque  il  numero  /?,  che  è  reale  e  pcsitivc,  si  dovrà  ot- 
tenere estraendo  la  radice  n"^  aritmetica  del  numero  pcsitivc  /'. 
Una  tal  radice  esiste  sempre,  e  sarà  da  nei  indicata  ccn  la 
scrittura  : 

R—  r»  . 

L'argomento  ^  esiste  pure  ed  è  dato  dalla  formola 

4>z=  -i 

n 

Il  numero  intero  h  si  può  sempre  porre  sotto  la  forma: 

dove  ^  6  un  intero  positivo,  anche  nullo,  non  superiore  ad  «, 
e  g  un  intero  positivo  o  negativo. 

Siccome  ora  le  linee  trigonometriche  di  un  arco  non  mu- 
tano ove  esso  si  aumenti  di  un  numero  qualunque  p  *'tivo  o 
negativo  di  circonferenze,  così  l'argomento  ^  si  potrà  ritenere 
dato  della  formola 

9  +  2fin 
n 

in  cui  h  può  avere  soltanto  gli  n  valori 

0,  1,  2,  ..  ,  w  — 1. 

È  facile  riconoscere  che  a  questi  n  valori  corrispondcnc 
n  valori  distinti  di  4>  cioè  n  valori  tali  che  due  qualunque  di 
essi  non  possono  avere  in  pari  tempo  eguali  seni  ed  eguali 
coseni. 

Infatti,  affinchè  ciò  accadesse  per  gli  argoinenti  corrispcn- 
denti  a  due  valori  distinti  /ì^  ed  h^  di  /?,  dovrebbe  essere: 


f±^-l±^  =  2kn. 


n  n 

dove  A  è  un  certo  numero  intero. 


Il  -  S  3,  art.  189.  161 


Ma  di  qui  seguirebbe: 


eguaglianza  che  non  può  essere  soddisfatta  che  per 

^1  —  7^2  =  0, 

giacché  essendo  7ì^  ed  ?f^  entrambi  minori  di  n  anche  la  loro 
differenza  sarà  in  valore  assoluto  minore  di  n.  Si  avrebbe  dun- 
que 7?i  =  fi^  contro  al  supposto. 

Esistono  dunque  n  numeri  distinti  della  forma 

R  (cos  *  4-  ^  sin  *) 

soddisfacenti  alla  (2).  Essi  sono  compresi  nella  formola: 


r 


l  cos  ~ h  ism  -^ ) 

\  n  n      / 


da  cui  si   ottengono  dando  successivamente  ad  h  gli  n  valori 
0,  1,  2,.-,  n  —  ì. 

Chiamando  dunque  radice  n^^  di  un  numero  complesso 
ogni  numero  complesso  che  elevato  alla  potenza  n  riproduce 
il  numero  dato,  si  conclude  di  qui  che  : 

Offrii  numero  complesso  ha  precisamente  n  radici  n™*  fra 
loro  distinte. 

n  simbolo  di  estrazione  di  radice  n""» 


^à 


-h&i 


è  dunque  suscettibile  di  n  significati  distinti  dati  dalla  formola: 

/ox      V"~; 7~' — V      J^  {       ?  4-2^7:    ^  ^   .    (f'\-2hTc\ 

(3)    y  r  (cos  (p-i- ism  (f)  =  r     Icos-^ h^sm-i^ l 

6.  Garblerl  e  ▲.  C«p«111.  •  AnaUti  algebrica,  U 


li  -  S  3,  art.  139-141. 


od  anche,  per  la  regola  dell'art.  J38  a)  : 

4)  K  ^  ("^  ?  +  '^'"  *?)  — 

=  »■     (  cos  —  +  /  sin  -^  Il  CCS h  ?  sin  —  > 

\n  n/\         n  «/ 

dove  A  ha  il  solito  significato. 

140.  Facendo  9  —  0  si  ha  il  caso  dei  numeri  reali  e  posi- 
tivi. Dalla  formola  generale  (3)  si  deduce  subito  che  una  delle 
radici  è  reale  e  positiva  (A  =^0),  e  quando  n  è  pari  vi  è  un'al- 
tra radice  reale  eguale  ed  opposta  alla  prima  (h=^  — -J.  Le 

altre  radici  sono  complesse  e  coniugate  due  a  due,  e  precisa- 
mente sono  coniugate  le  radici  che  corrispondono  a  due  valori 
di  h  la  cui  somma  sia  eguale  ad  n,  cioè  le  radici  della  ferma  : 

—  /      2h7t   ^       .    2/(7r\ 
r      I  cos  —  -f-  i  sin u 

e: 

V/       2(n~h)n  ,    .  .    2(n~h)T:\ 

r      I  cos  -^^ ' 1- 1  sin  — i — i—  1  = 

\  n  n        / 

T  /      2hn  .    2An\ 

=  r     1  cos /sin  —  )• 

141.  Facendo  9  =  n  si  ha  il  caso  dei  numeri  reali  negativi 
e  la  formola-generale  dà: 

1 

.V ~  /        (2A  +  l)t  .    (2ft  4- 1)1  \ 

|/— r  =  r     (cosi — 2_^^  +  /sinì — ZLli-  1. 

Qui  se  n  è  pari,  tutte  le  radici  sono  complessei  ma  se  >i 
è  dispari,  una  delle  radici  è  reale  e  negativa  lh  =  ^^—)-  Anche 


JI  -  5  3,  art.  141-142.  i63 

qui  le  radici  complesse  sono  coniugate  due  a  due  e  precisa- 
mente sono  coniugate  fra  loro  le  due  radici  che  corrispondono 
ai  due  valori  di  h  la  cui  somma  sia  eguale  ad  n  —  1.  Per  tale 
coppia  di  valori  si  hanno  infatti  le  due  radici  : 


\       n  n       / 

—       /(2n  —  2/i  —  l);r         .    (2n  — 2^  — l);r\ 

r     cos  1  ^ ^  + 1  sin  ^^ ^  I  := 

\  n  n  / 

1 

=  r     I  cos  ^ — ^^— ^ i  sm  - — -^-^  )• 

\  n  n       / 


m« 


142.  Per  9  =  0  ed  r  =  1  si  vede  che  le  radici  n      di  1 
5cno  comprese  nella  formola: 


"/—  2Mr  .    2/ir 

V   1  :=:  cos h  t  sm  

n  n 


Confrontando  questa  formola  colla  (4)  si  vede  che  quest'ultima 
può  anche  scriversi: 


\r  (cos  o-\-  i  sin  9)  z=:  r  *  f  cos  —  +  /  sin  -i- )  -VI» 

cioè: 

Le  n  radici  n™*  di  un  nuniero  qualunque  si  possono 
ricavare  da  una  fra  esse  moltiplicandola  successivamente 
2)er  le  n  radici  n™«  di  1. 

In  particolare  le  n  radici  n"»«  di  un  numero  reale  positivo 
si  potranno  ottenere  moltiplicando  la  sua  radice  n"**  aritmetica 
per  le  singole  radici  n"«  di  1. 

Pertanto  ci  tratterremo  in  particolar  modo  sullo  studio  delle 
radici  n"«  di  1. 


164  II  -  §  3,  art.  143-144. 

i43.  La  ricerca  delle  radici  n**  di  1  ha  per  equivalenti  in 
geometria  la  divisione  della  circonferenza  in  n  parti  eguali.  In- 
fatti i  numeri  compresi  nella  espressione 


hanno  per  indici  (art.  133)  n  punti  che  sono  i  vertici  di  un 
lati  inscritto  nella  circonferenza  dì  cen- 
fgio  1. 

cuni  esempi  di  radici  di  1. 
)iche  di  1  sono  comprese  nella  formcla 


,  .    2/1              2ir  .    2n 

^sm— ,       cos  -^ /sin  — . 

razioni  geometriche  si  ha: 

-■5-,       sm-  =  -5-\/j 


-i  s/z       —  1  —  f  y/ 3 
2        '  2         ' 

rte  di  1  sono  comprese  nella  forinola 


U  -  §  3,  art.  144-145.  i65 


per  A  =  0, 1.  2,  3,  quindi  tali  radici  seno  : 

2;r       ^  .    2;r       ^  2n      ^  .    2n 

1,    cos-7- 4- ^sin-— =  ^,    cos-T /sin-7-  =  — f, 

44  4  4 

COS  TT  4-  f  sin  TT  =  —  1  . 

e)  Le  radici  quinte  di  1  sono  comprese  nella  formola 

2hn  .  ^    .    27i7r 

COS  —- — h  i  sin  -t:- 
5  o 

per  /j  =  0, 1,  2,  3, 4,  quindi  tali  radici  sono  : 

],cos^  +  <sin^=      i.(V"5-l)  +  f-^l/lO  +  2\/T, 

ccs.^-rsin^=      1  (v/T— 1)  —  /i-j/lO  +  2l^, 

COS  ^  +  <  sin  -^  =  -  i-  (  V/T+  1)  +  i  j (/Io"-  2  VT, 

CCS  -J-/sin^=r_i-(v5  +  l)-f4-l/lO  — 2V^'5- 

5  5  4  -  4  •^ 

i45.  La  formola 

Ir  (cos  9 -f  /  sin  9) J  =  r*  (cos  m?  +  f  sin  m?) 

dimostrata  per  un  esponente  intero  e  positivo,   non   cessa  di 
esser  valida  per  un  esponente  razionale  qualunque. 
Infatti,  se  n  è  un  intero  positivo,  si  ha  : 

[r  (cos  (p  +  /  sin  y)]""**  = 
1  cos  0  -f  /  sin  0 


I      <■ 


[r  (cos  9  -f  /  sin  9J  **       r*  (cos  ny  +  f  sin  nf) 


i66  II  -  S  3,  art  145-146K 

quindi,  applicando  la  regola  di  divisione,  si  ha  anche  per  uù 
esponente  intero  e  negativo  : 

[r  (cos  (p  +  f  sin  9)  J      =  r""  (cos  (—  n^)  -f  i  sin  (—nr^))* 

Se  l'esponente  è  una  frazione  ±  — ,  con  p  e  q  interi  po- 
sitivi, sì  ha: 

dzJL    r^ Hip 

[r  (cos  (f  +  i  sin  9)]      ^  =  ^y  r  (cos  94-?  sin  9)  J 
^[^(cosii^  +  ^sinii^)]"' 

=  ^±'  (cos  Ì^(? ±2^!^)  +  e-  sin  ^M^t^^N 

per   ^  =  1,2,  .-j^  —  1.  Limitandoci   a  quel  valore  che  corri- 
sponde ad  /j  =  (?  si  ha  dunque  appunto  : 


r  (cos  9  + 1  sin  9)         '  = 
r~  '  (cos  (±  —  9)  4- 2' sin  ^db:^  9  n. 


i46.  Sia  w  un  intero  positivo  decomponibile  in  due  fattori  in- 
teri /JL  e  V,  cioè  si  abbia: 


m 


/zv. 


Si  sa  che  per  avere  la  w»*  radice  aritmetica  di  un  numero 
reale  positivo  basta  in  tal  caso  estrarre  la  radice  p.™*  dalla  radice 
^ma  dello  stesso  numero,  cioè  si  ha  la  formola  : 


A  =^\  Va. 


VA 


n  -  S  3,  art.  146.  167 

Questa  formcla  sussiste  qualunque  sia  il  numero  -4,  e  sus- 
siste nel  senso  che  i  due  membri  dell'eguaglianza  sono  suscet- 
tibili degli  stessi  /xv  significati  distinti. 

Infatti,  si  ponga 

A  =  r  (cos  <p  -f  /  sin  y)  ; 
si  avrà  per  l'art.  139  : 

dove  h  può  assumere  i  valori  0, 1,  2,  -,  v  —  1. 
Quindi  : 


V-  fjt/     1 

y  [/A  =V  r      (cosi:n_ — ^isin^— j, 


cioè  : 


V  \/A=r      \  cos h  I'  sin /> 

ed  anche,  poiché  v^a  =  m  : 

Ì/|>r=  r -  (cos  ^-^^("  +  '^")  +  i sin  ?  +  2^(^ +  >-»)), 

dove  ^  può  assumere  i  valori  0,  1,  2,  -,  a —  1. 

Ciascun  valore  così  ottenuto  è  una  radice  W"»  di  A,  poi- 
ché, in  virtù  dell'art.  138  b),  si  ha  : 

[r^  /       9  4- 271  (;ì -f  VA)     ...    94-271  (;i-f 
^      (cos^^ ^^- ^+?sm^  ^ 


m  m 

r  (cos  9  -f  «  sin  9). 


II  -  S  3,  art  :46. 
Dunque  per  vedere  la  validità  in  ogni  caso  della  Cxmola 
■  —       ^.- 


Va=V^ 


VA 

1  senso  dichiarato,  basterà  mostrare  che  la  espressione  trc- 
ita  per 


V'v 


VA. 

suscettìbile  di  m  valori  tutti  distinti.  Infatti  se  il  numero  cor- 
ipondente  ad  una  coppia  di  valori  ft  e  A  fosse  eguale  a  quelle 
rrispondente  ad  un'altra  coppia  h',  h',  dovrebbe  sussistere  la 
^uaglianza  : 


cui  s  è  un  intero  positivo  nullo  negativo.  Dunque  dovrebbe 
isere  : 

h  —  A'  +  (ft  —  A')  V  —  sm  =  Sj«v, 

quindi  h  —  h'  dovrebbe  essere  divisibile  per  v.  Ma  A  — A' non 
JÒ  essere  divisibile  per  v  se  non  quando  sia  h  —  h'  =  0,  pol- 
le A  —  A'  è  minore  di  v  in  valore  assoluto,  essendo  h  ed  li 
ameri  delle  serie  0,  ],  2,  - ,  v  —  1.  Dunque  sarà 

A  =  A', 

jindi  la  precedente  eguaglianza  diventa 

A  —  ft'  =  Sft. 

.  quale  non  sussiste  se  non  è 

A  =  A', 

Diche  se  A  —  A'  fosse  diverso  da  zero  non  potrebbe  essere  di- 
isibile  per  ^^  essendo  in  valore  assoluto  inferiore  a  /x. 


II  -  S  3,  art.  147.  169 


Ciò  mostra  che  dando  ad  h  i  valori  0, 1,  2,  ••,  v  —  1,  e  per 
ciascuno  di  questi  attribuendo  a  k  i  valori  0,  1,  2, -,  /x  —  1,  si 
cttengono  av  cioè  m  numeri  distinti  della  forma 

\  m  m  / 

che  sono  quindi  tutte  e  sole  le  m  radice  m*"  di  A,    come  si 
doveva  dimostrare. 

147.  Dopo  ciò  il  problema  di  estrazione  di  radice  da  un  nu- 
mero qualunque  si  riduce  al  problema  di  estrazione  di  radici  ad 
indici  primi.  Infatti,  decomposto  m  nei  suoi  fattori  primi,  sia 

dove  p^  ^,  r,  5.  ••  •   sono  numeri  primi.  Posto 

si  ha,  applicando  successivamente  la  formola  precedente  : 

p   p    p        

Come  caso  particolare,  se  V  indice  jìi  della  radice  è  una  potenza 
di  un  numero  primo  j?,  cioè  se  è 

a 
m=p  , 

si  ha: 

« —       p     p     p        p 

Va=VVV..Va, 

cioè  basta  eseguire  a  estrazioni  successive  di  radici  di  indice  p. 


170 


n  -  5  4»  art  148-149. 


$4.  —  Radici  primitive  di  1. 

148.  Come  si  è  visto  neirart.  142,  tutte  le  radici  n*»*  di  1, 
si  ottengono  dalla  formola 


2A7r  .    2k7: 

cos h  a  sin  — 

n  n 


ponendo  /i  =  0, 1,  2,  ••  ,  n  —  1.  Ma  si  ha: 


cos 


2hr.       ,    .    2kii      /        2;r  ,    .    .     27r\ 

f-  t  sin  —  =  I  cos h  «  sin  —  I 

n  n        \         n  n  / 


Di  qui  risulta  che  la  radice  n**  di  1 

271  .   ^    .     2;: 

cos h  ^  sin  — 

n  n 

gode  della  notevole  proprietà  che  elevata  successivamente  alla 
potenza  0, 1,  2,  -  ,  n  —  1  riproduce  tutte  le  n  radici  n»»*  di  1. 
Ci  proponiamo  ora  di  ricercare  quali  altre  radici  n*«  di  1  go- 
dano di  questa  importante  proprietà. 

149,  Se  a?  è  una  radice  w»«  di  1,  essa  soddisfa  all'egua- 
glianza 

O)    =  1. 

Se  X  non  soddisfa  ad  alcun'  altra  eguaglianza 


a-    =  1, 

in  cui  sia  0  <  m  <  w,  *si  dice  che  x  è  una  radice  primitiva 
di  1.  Ogni  radice  primitiva  gode  della  proprietà  detta  dianzi, 
cioè  si  ha  il  teorema: 

Le  radici  primitive  ed  esse  soltanto  hanno  la  proprietà  che 
ognuna  di  esse  elevata  alle  successive  potenze  0, 1, 2,  ",11  —  1 
riproduce  tutte  le  n  radici  n™»  di  1. 


II  -  5  4»  ^^'  M9-  17J 

Infatti,  se  a?  è  una  radice  w"«  di  1,  si  ha: 

0?  =  1, 
e  quindi  anche,  elevando  alla  potenza  intera  h  : 

X      =1, 

cicè: 

d'cnde  si  vede  che  ogni  potenza  A*"**  di  a?  è  una  radice  n"«  di  1. 
Si  ha  dunque  primieramente  che  tutte  le  successive  po- 
tenze : 

0  a  n  — 1 

X    y    Xy   X   ^     ••     ^    X  y 

seno  radici  n«*  di  1.  Ma  due  di  tali  potenze,  p.  e.,  a?  e  a?  non 
possono  essere  eguali  fra  loro.  Infatti,  se  fosse 

k  V 

X    ^=  X  f 
se  ne  dedurrebbe  per  k  ^  ft'  : 

X  =  1. 

Ma  siccome  x  è  per  ipotesi  una  radice  primitiva  e  A  —  A'  è 
minore  di  w,  questa  eguaglianza  non  può  sussistere  se  non  nel 
caso  che  sia 

h-h'  =  0, 

cicè  h  =  k'.  Di  qui  segue  che 

0       ,  8  '         n  — 1 

X  =  J,  rr,  a: ,  ••  5  0? 

seno  tutte  le  n  radici  n««  di  1,  come  si  doveva  dimostrare. 
Reciprocamente,  si  vede  che  se 

0  2       ^n  — 1 

X  ,X,X  j  *'  X 


172  II  -  S  4i  2Ut  i49-i5i. 

sono  tutte  le  n  radici  w**  di  1,  a?  non  può  soddisfare  ad  al- 
cuna eguaglianza 

ar=i 

in  cui  sia  wi  <  ti,  poiché 

sono  numeri  diversi  da  1. 

Dunque  una  radice  n"^  primitiva  di  1  si  può  anche  defi- 
nire come  una  radice  che  elevata  successivamente  alla  po- 
tenza 0, 1,  2,  ••  5  n  —  1  riproduce  tutte  le  radici  n*«  di  1. 

150.  Se  a  è  una  radice  ti°^  p?*imiiiva  di  1  ed  a™  =  1,  il 
numero  m  deve  essere  divisibile  per  n. 

Infatti,  se  6  è  il  resto  della  divisione  di  m  per  n  si  potrà 
sempre  porre  : 

m  =  q  .n+  0 

dove  ^  è  un  intero  positivo,  anche  nullo,  e  Q  <  n;  quindi 

Si  avrà  dunque 

a?_^=  1 

il  che  non  può  aver  luogo,  essendo  a  radice  primitiva,  che  per 
6  =  0,  cioè  quando  m  sia  divisibile  per  n. 

151.  Se  m  ed  n  sono  primi  fra  loro,  una  radice  m™*  ^ 
1,  non  può  essere  simultaneamente  radice  n°**  di  1  (resta 
esclusa  la  radice  1  che  è  radice  di  1  di  qualsiasi  ordine). 

Infatti,  affinchè  una  radice  m*^  di  1 


«=( 


2%7r  ,  ^   .     2k7t\ 
cos h  i  sm  —  I , 


sia  anche  una  radice  n*<»  di  1,  dev'essere 


2knn  ,    .   .    2kmi 

cos h  t  sm =  1- 

m  m 
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-.1.  Il  ■  j 

quindi  fin  deve  essere  divisibile  per  m.  Ma  ciò  non  può  acca- 
dere perchè  n  ed  m  sono  per  ipotesi  primi  fra  loro,  e  k  non 
supera  m. 

È  poi  facile  vedere  che,  se  7n  ed  n  hanno  d  per  massi- 
mo divisore  comune,  tuite  e  solo  le  radici  d^  di  1  sono  simul- 
taneamente radici  m««  ed  n"«  di  1 . 

152.  Siamo  e?,  &,  e,  •• ,  Me  n  radici  n"«  di  1.  Per  ogni  nu- 
mero m  multiplo  di  n  si  ha: 


poiché  ciascuna  delle  potenze  a»,  ft«,  ••   è  eguale  ad  1. 

Per  vedere  che  cosa  esprima  la  stessa  somma  di  potenze 
nel  caso  di  m  non  divisibile  per  n,  basta  osservare  che  se  a 
è  una  radice  n~«  primitiva  di  1,  le  stesse  radici  a^  &,  e,  ••  per 
Tart  149  possono  essere  rappresentate  da 

a  =  1,  a,  a  »  a  ,  •• ,  a        ; 

quindi  si  avrà,  qualunque  sia  m: 

Il  secondo  membro  è  eguale  a 


1-a"' 


m   > 


quindi  per  Fart.  150  sarà  nullo  se  m  non  è  divisibile  per  /?, 

poiché  in  tal  caso   il  denominatore  1  —  a*  è  diverso  da  zero, 

mentre  il  numeratore  1  —  a      é  sempre  nullo.  Di  qui  segue 
che  se  m  non  è  divisibile  per  n  la  somma 

a*  +  6"  +  •  -h  r 
è  sempre  nulla. 


'76 

i57.  Decomponendo  n  nei  suoi  fattori  primi  sia  in  generale 


dove  p,  q,  r.  . . .  sono  mimeri  primi  distinti.  Le  a  radici  n"' 
di  1  si  potranno  ottenere  moltiplicando  in  tutti  t  triodi  poi- 
sibili  una  radice  qualunque  di  ordine  p*  per  una  qitalunque 
di  ordine  q^,  per  una  qualunque  di  ordine  T^,  e  cosX  via. 
Infatti,  ognuno  di  tali  prodotti  è  espresso  da 

/        Sft'Ji           .    2ft'n\   /        2ft"ir  .    2ft"7r\  „ 

(  CCS  — —  +  i  sin I  (  cos  — Q-  +  /  sin  —5-  1  X 


I       2k"7t 


+  '  sin  2 

dove  h'  è  uno  qualimque  dei  numeri  interi  compresi  fra  0  e 
p"—  1,  A"  uno  qualunque  dei  numeri  interi  compresi  fra  0  e 
jP  —  1,  ecc.  Un  tal  prodetto  è  una  radice  n"  di  1,  poiché  md- 
tiplicandone  per  n  l'argomento  si  ottiene  evidentemente  un 
numero  intero  di  circonferenze. 

Inoltre  prendendo  per  k\  k",  A"',  ■■  sistemi  distinti  dì  va- 
lori si  avranno  altrettante  radici  n"'  distinte  di  1.  Supposto  in- 
fatti che  si  avesse 

cos  2  /—  +  -^  +  -  ")  jT  +  i  sin  2  ("—  +  -^  +  -  "^  7t 

\P*      ?P       /  Kp"      «f        / 

=  cos2('-^+4+..)„  +  *sin2/'-^+-^+-.^:t. 


n  -  S  4.  art.  157.  177 

gli  argomenti  dovrebbero  differire  per  un  numero  intero  di  cir- 
conferenze; quindi  si  dedurrebbe  che 

K-^K  .   K'  —  h" 

— ^  "^ fi—  "^  •• 

dovrebb' essere  un  numero  intero. 

Moltiplicando  tale  intero  per  q^  r^  •• ,  si  otterrebbe  il  nu- 
mero intero 

{k  —  h)  gP  r^  •• 


i>* 


+  M, 


dove  M  è  manifestamente  un  numero  intero;    quindi   dovreb- 
be essere  un  intero  il  numero 

Ma  j9^  è  primo  col  prodotto  q^  r^  •• ,  quindi  dovrebbe  di- 
videre k*  —  h\  il  che  richiede  che  sia 

k'~h'  =  0, 
ossia 

k'  =  h', 

poiché  i  due  numeri  k'  ed  h'  sono  entrambi  inferiori  a  p* .  Si- 
milmente si  dimostrerebbero  le  eguaglianze. 


k"  =  h",       k'"  =  h% 

Dunque  prendendo  per  k\  k'\  ••  sistemi  distinti  di  valori  si  ot- 
tengono altrettante  radici  n««  distinte  di  1.  Ma  i  sistemi  di- 
stinti di  valori  per  k\  K\  ••  sono  in  numero  di  w,  poiché  k'  é 

suscettibile  di  j?'*  valori,  A"  di  q^^  ecc.;  quindi  si  ottengono  per 
essi  tutte  le  radici  n"«  di  1,  come  si  doveva  dimostrare. 

G.  flarbieri  e  A.  espelli  -  ÀMaìiH  algebrica,  IS 


Il  -  S  4.  art.  1 58. 

S.  In  virtù  dell'art.  153,  affinchè  il  prodotto  considerato 
ticolo  precedente  : 


la  radice  primitiva  «■»  dì  1  è  necessarie  e  sufBdente  che 
lero 


imo  ccn  «.  Ma  ciò  equivale  a  questo  che  i  numeri 
, . .  siano  HspetHvajnente  primi  con  p",  qP, .  ^  cioè  cm 

nfatti,  se  il  numero  (i)  non  è  primo  ccn  ti,  esso  sarà  di- 
e  per  uno  almeno  dei  fattori  primi  di  n,  p.  es.  per  j).  Ora 
le  parti  che  seguono  la  prima 

livisibili  per  p,  quindi  dovrà  essere  tale  anche  la  parte 

fattore  —  è  primo  con  p,  dunque  h'  non  potrà  essere 

con  p. 

Reciprocamente  secft'  non  è  primo  col  numero  primo  f, 
lovrà  essere  divisibile  per  j',  e  tale  sarà  pure  il  numero 
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€  quindi  anche  il  numero  (i)  sarà  divisibile  per  p,  cicè  ncn 
sarà  primo  con  v. 

Per  avere  tutte  le  radici  n*«  primitive  di  1  basterà  dunque 
moltiplicare  una  qualunque  delle  radici  primitive  di  ordine  p^, 
per  una  radice  primitiva  qualunque  di  ordine  ^?,  e  così  via. 
Per  tal  guisa  si  vede  che  il  numero  y  (w)  delle  radici  n"*  pri- 
mitive di  1  è  dato  dalla  formola 

?(n)  =  ?(p')?((?P)?(rY)..  .  ,. 
cicc,  per  Tart  i56: 

,<«)=,«  (.-i).,?(i-i)..r(,-i)... 

ed  anche 

,(„,=„(,_i)(._±)(,_i)... 

159.  Dair  art  157  si  vede  la  possibilità  di  scomporre  una 
data  frazione  di  denominatore  n —/j'^'jpPr^  ••  •  nella  somma  di 
più  frazioni  parziali  di  denominatori  p'*,  g?,  r^  y--;  in  altri  ter- 
mini è  possibile  soddisfare  all'eguaglianza 

k         K        h"       r* 

con  dei  numeri  interi  h\  k'\ . . .  per  ogni  numero  intero  dato  li. 
Infatti, 

2/:;:  ,   .  .    2kn 

cos 1- 1  sm  — 

n  n 

è  una  radice  n~*  di  1,  quindi  per  l'articolo  citato  si  potrà  scrivere: 

2kT:      ,   .     2A:r 

cos h  /  sm  —  = 

n  n 

e./  ^'       ^"         \  ,    ^/  k'       k"         \ 

\p^      q^  )  \p^      q^         ) 


i8o  n  -  §  4,  art.  159-1Ò2. 


dove  k\  A",.,  sono  interi.  Dunque  dovrà  essere: 

1)*      g*  n 

dove  m  è  un  numero  intero.  Trasportando  m  nel  primo  membro 
ed  unendolo  con  una  delle  frazioni,  si  ha  l'eguaglianza  richiesta. 
Si  vede  anzi  che  si  può  soddisfare  alle  dette  eguaglianze  in 
infiniti  modi. 

160.  Se  n  è  eguale  al  prodetto  di  due  soli  fattori  primi  p  ^  q, 
l'eguaglianza  precedente  può  mettersi  sotto  la  forma 

quindi  ogni  equazione  indeterminata  di  primo  grado  a  due  in- 
cognite con  p  Q  q  primi  fra  loro  ammette  un  numero  infinito 
di  soluzioni  intere  come  si  trovò  nell'art.  76, 

161.  Se  le  frazioni 

p^       q^ 

si  decompongono  ciascuna  nella  somma  di  un  numero  intero 
e  di  una  frazione  propria,  si  potrà  sempre  porre: 

h       ,,       k'       r  ^  k'" 

dove  M  è  intero  e  k\  k'\  k"\ . .  sono  interi  positivi  rispettivamente 
inferiori  ajp*,  (??,  ^^j .  •  È  facile  riconoscere  che  tale  rappresen- 
tazione di  —  è  perfettamente  determinata,  cioè  che  i   numeri 

n 
My  k\  k", . .  non  si  possono  determinare  che  in  un  unico  mode. 

162.  Se  A  è  primo  con  /?,  la  radice  corrispondente  è  primi- 
tiva, quindi  nell'art.  159  ì  numeri  k\  k'\ . .  devono  essere  primi 

rispettivamente  con  ^«,  q^,..y  e  reciprocoinente  (art  lo8y 
Di  qui  il  teorema  aritmetico  : 

Una  frazione  irreducibile  di  denominatore  n  =  p*qP 
è  decomponibile  in  frazioni  parziali  di  denoininatori  p* ,  q°,.  • 
e  tali  frazioni  non  possono  essere  cke  irreducibili,  e  recipro- 
camente. 


U  -  5  5,  art.  163-164.  181 


55.  —  Lìmite  di  una  successione  indefinita 

di  numeri  complessi. 

163.  Una  successione  indefinita  di  numeri  complessi  u^^  t/,,... 
si  dice  tendere  cui  un  numero  determinato  u  od  avere  per 
limite  u,  se,  preso  un  numero  reale  positivo  £  piccolo  a  pia- 
cimento, esiste  sempre  un  valore  n  dell'  indice  tale  che  le  dif- 
ferenze assolute 

mod  (u  —  u^\    mod  (u  —  w^  ^  j),    mod  (^  —  w„  ^^  2"^'  •  • 
siano  tutte  inferiori  ad  g.  Quando  ciò  accade  si  scrive 

lim  u   —  w,    ovvero    lim  te  =  w. 


n 

11=00 


164.  Se  è 

tij  =  ^1  4-  ìB^^        Wjj  =  ^j  +  ìB^  ,  •. 
ed 

w  =  il-f  ìB, 

per  r  esistenza  di  limite  si  deve  dunque  avere,  per  l'art.  48  ; 

lim  mod  (u  —  u\  =  0 , 
ossia 

quindi  dovrà  essere  evidentemente  : 

lim -4   =il,       limB  =5, 

cioè: 

Affinchè  una  successione  di  numeri  complessi  tenda  ad 
un  limite  è  necessario  e  sufficiente  che  tendano  separatamente 
ad  un  limite  le  due  successioni  formiate  delle  parti  reali  e 
dei  coefficienti  delle  parti  immaginarie. 


i 
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165.  In  virtù  dell'  art.  .'iS,   per  l' esistenza  dei  due  limiti 
reali  A  e  B  è  necessario  e  sufficiente  che,  dato  un  numero  £ 
ivo  arbitrariamente  piccolo,  si  possa  determinare  un  indice 
le  da  avere  in  valore  assoluto 


<*.--''.<T' 


;utti  gli  indici  n'  ed  n"  non  inferiori  ad  m.  Di  qui  segue  : 

(A^„  ~  A^.y  +  (B.„  -  Bj  <  £^ 

mod  /k^,  —  «  .)  <  £*i 
fortiori  ; 

mod  {u^„  —  «_,)  <  E 

\h  i   è  un  numero  più  piccolo  di  1. 

Si  ha  dunque  pei  numeri  complessi  il  seguente  lecrema 
0  analogo  a  quello  dell'art.  52  sui  numeri  reali. 

Affinchè  una  successione  di  numeri  complessi  u,,  u,,- 
j  ad  un  Umile  finito  e  determinato  è  necessario  e  su$- 
'e  che,  dato  un  numero  positivo  e  arbitrariamente  pie- 

si  possa  determinare  un  valore  m  dell'  indice  tale  da 
e  sempre 

mod  i'w^„  —  w  ,)  <  e 

tutti  gli  indici  n"  ed  n'  non  inferiori  ad  m. 
S6.  Ed  ora  è  facile  vedere  come  si  'possano  estendere  a 
sssioni  di  numeri  complessi  tutti  ì  teoremi  da  noi  già.di- 
rati  pei  limiti  di  successioni  di  numeri  reali. 


U  -  S  5,  art.  166.  i83 

Per  ultimo  notiamo  che  una  successione  indefinita  dì  nu- 
meri complessi 

si  dice  tendere  all'  infinito  e  si  scrive 


lim  u  =  00 

n 

quando  la  successione  di  numeri  reali  e  positivi 

mod  ti, ,    mod  ti, ,    mod  u^  •  • 
ha  per  limite  4-  00  e  secondo  la  definizione  data  ali* art.  50. 


n  -  S  6,  art.  iÒ7-r6R 


S  6.  —  Serie  a  termini  complessi. 

Ina  serie  a  termini  complessi 

«,  +  «,  +  ■■ 
nverffente  se  esiste  un  numero  finito 

l'ere 

lim  S^  =  S, 

S^  =  «j  +  W,  +  Mj  +  •  +  «_^ . 
le  si  abbia  in  generale 

a; 

v-i^  =  fli  +  a,  +  -■  +  a_ 
B,=  6,+ &,+■■+&_, 

S^  =  A^  +  ìB^ 
per  l'art.  i64,  affinchè  sia 
lim  S^  =  S 
rio  e  sufficiente  che  sia 

lim  A^=A,        \im  B  =  B 


n  -  S  6,  art.  1Ò8-169.  i85 

Ma  ciò  esprime  che  le  due  serie  a  termini  reali 

fti  -f  &,  -f  .• 

seno  convergenti  ;  dunque  si  ha  che  : 

La  condizione  necessaria  è  sufficiente  per  la  conver- 
genza di  una  serie  complessa. 

Wi  +  t/j  4-  •• 
è  che  siano  convergenti  le  due  serie 

^1  +  ^2  +  •• 
^  +  &«  -h  •• 

formate  rispettivamente  dalle  parti  ideali  e  dai  coefficienti 
delle  parti  immaginarie  dei  singoli  termini. 

169.  Di  qui  segue  che  lo  studio  della  serie  complessa 

ia,'hib,)'h(a^  +  ib,)+  •. 

si  riduce  allo  studio  delle  due  serie  reali 

«1  4-  fl«  4-  •• 
&i  4-  &«  4-  •• 

Ma  si  può  anche  scrivere 

a    4-  f  &    =  r    fcos  ©^  4-  ^  sin  ©  ^ 

dove  r    è  il  modulo  e  <f    l'argomento  del  numero   complesso 
^«  4-  i  à^.  Quindi  lo  studio  della  stessa  serie  complessa 

Ui  4-  w,  4*  •• 
si  riduce  anche  allo  studio  delle  due  serie  reali 

7\  cos  (pi  4-  r,  cos  y,  4-  •• 
rj  sin  ©1  4-  r^  sin  y,  4-  •• 


i86  II  -  §  6,  art.  169-170. 

Qui  è  da  notarsi  che,  in  virtù  dell'art.  S5, 1°,  queste  due 
serie  sono  convergenti  se  è  tale  la  serie 

n  -^  ^t  +  ••  ; 
quindi  : 

Una  serie  a  termini  complessi  è  convergente  se  è  tale 
la  serie  dei  moduli. 

Però  una  serie  complessa  può  anche  essere  convergente 
senza  che  sia  tale  la  serie  dei  moduli,  poiché  la  convergenza 
delle  due  serie 

r^  cos  fi  H-  Tj  cos  fj  -f  •• 
r^  sin  fi  4-  r,  sin  y^  -f  •' 

non  trae  di  conseguenza  quella  di  r^  4-  r^  4-  •• 

Così,  p.  es.,  si  può  dimostrare  che  la  serie  avente  per 
termine  generale 

—  (cos  n  9  4-  /  sin  w  y) 

è  convergente  qualunque  sia  l'arco  ^  purché  non  eguale  ad  un 
multiplo  pari  di  tu.  Ma  la  serie  dei  moduli 

é  divergente. 

i70.  Ed  ora  si  estendono  facilmente  alle  serie  complesse  le 
proprietà  fondamentali  di  convergenza  delle  serie  reali;  si  hanno 
cioè  i  teoremi  : 

« 

a)  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  la  con- 
vergenza della  serie  complessa 

^1  4-  V,  4-  •• 
è  che  si  possa  sempre  determinare  l'indice  n  in  modo  da  avere 

dove  i  è  un  numero  positivo  da  fissarsi  piccolo  ad  arbitro  ed 


II  -  5  6,  art  170-172.  187 


b)  La  condizione 


\\mR      =0 


n  =  00 


per  ogni  valore  finito  p  deWindice  è  necessaria  alla  con- 
vergenza  della  serie  complessa  ma  non  sufficiente. 
Tale  condizione  equivale  all'altra 

lim  u   =0. 

n 

171.  Una  serie  complessa  si  dice  divergente  se  si  può  pren- 
dere r  indice  n  abbastanza  grande  perchè  il  modulo  della  som- 
ma dei  primi  n  termini  superi  ogni  numero  positivo  fissato  ad 
arbitrio. 

Le  serie  complesse  che  non  sono  né  convergenti  né  di- 
vergenti si  dicono  indeterminate. 

Per  ultimo  si  dicono  convergenti  indipendentemente  dal- 
Vordine  dei  termini  od  anche  convergenti  assolutamente  0 
incondizionatainente  quelle  serie  complesse  convergenti  che 
mantengono  la  convergenza  qualunque  sia  l'ordine  dei  ter- 
mini. 

Le  altre  serie  complesse  convergenti  la  cui  somma  di- 
pende dall'ordine  di  successione  dei  loro  termini  si  dicono  sem- 
plicemente convergenti. 

172.  Per  decidere  se  una  serie  a  termini  complessi  sia  0 
ncn  sia  convergente  indipendentemente  dell'ordine  dei  termini 
si  ha  il  seguente  teorema  generale,  dovuto  a  Dirichlet^  che 
ccntiene  in  sé  quello  dell'articolo  113  : 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  se- 
ne a  termini  complessi  sia  convergente  assolutamente  è  che 
sia  convergente  la  serie  dei  moduli  dei  suoi  termini. 

Infatti,  se  la^serie 

(aj  -hib^-h  (a^  -f  /  ft,)  +  •• 

è  convergente  assolutamente  dovranno  essere  tali  le  due  serie 
reali 

Gj  4-  a,  -f  - 


i88  II  -  S  *!.  art.  i;2. 

Perchè  se  ciò  non  fesse,  si  potrebbe  sempre  fare  in  mode,  in 
virtù  del  corei.  1"  dell'art.  HI,  che  la  parte  reale  eppure  la 
immaginaria  perdessero  la  convergenza,  ed  allora  la  serie  data 
non  sarebbe  più  convergente.  Quindi  per  l'art.  Ii3  dovranno 
essere  convergenti  le  due  serie 

mod  o,  +  mod  o,  +  ■■ 
mod  6,  +  mod  6, 4-  ■■ 
Di  qui  segue  la  convergenza  della  serie 

(mod  a,  ■+■  mcd  6,)  +  (mod  a,  +  mod  *,)  +  ■■ , 

com'  è  facile  vedere  considerando  la  somma  di  n  termini  della 
forma  {mod  a  +  mod  b),  e  riflettendo  che  la  somma  dei  limiti 
é  eguale  al  limite  della  somma. 

Dunque  pel  corei.  2°  dell'art.  95  sarà  anche  convergerne 
la  serie 

modfo, +  f  6,)  +  mod(a, +  fé,)  +  ■■, 

poiché  sì  ha: 

(mod  a^  +  mod  bj*  ^  mod*  a^  +  mod*  b^ 
e  quindi  anche  : 

mod  a^  +  mod.S^  ^  Kmod'  a^  +  mod'  b^ , 
cioè 

moda  +mod6  ^  mod /a  +/6\ 
Redprocamente,  se  la  serie 

mod(a, +  ifti)  + mod  (fl, +  (&,)  + ■• 

è  convergente,  saranno  tali  anche  le  due  serie  a  termini  non 
maggiori 


K  mod*  a,  +  |/ mod*  a,  +  • 
K  mod'  b,  +  (/mod*  b,  +  ■ 


II  -  §  6,  art.  172.  189 

cioè 

mod  «1 4-  mod  a,  -f  •• 

mod  bi  -f  mod  ft,  +  •• 

Ma  in  tal  caso,  per  Tart.  ii.3,  saranno  convergenti  assolutamente 
le  due  serie 

quindi  per  Tart.  168  sarà  tale  la  serie  complessa 

(a,  +  ib^)  +  (a^  +  ib^)  +  " 


igo  n  -  5  7,  art.  173. 


57.  —  Altri  teoremi  sopra  la  convergenza 

delle  serie. 


173.  Teorema  di  Abel.  -  Sfa  data  una  serie  convergentej 
reale  0  complessa 

Siano  a^,  a,,-  num£ri  tali  che  la  serie 
mod  aj  -f  mod  (aj— a^ì  H-  mod  (a,— ajì  4-  - 

sfa  convergente.  Allora  sarà  tale  anche  la  serie 

«1  Vi  4-  aj  Vi  -f  •' 
Infatti  basterà  dimostrare  che,  per  n  abbastanza  grande, 
mod  (a^^^  t/^^^4-  ..4-  a^^,  w,^^)  , 

qualunque  sia  jj,  si  può  rendere  minore  di  ogni  numero  posi- 
tivo arbitrariamente  piccolo.  A  tal  fine  si  consideri  l' identità  : 

+  («.+,_!  -«„^.,)  (««H-1+  •+  «.  +  ,-0 

*T*  •  •  •  • 


II  -  S  7,  art.  173  191 


Di  qui  segue  : 


£  mod  a,^,  mod  («^^j  + .+ «„^,) 

~f"  •  •  •  • 

+  mod(a„^i-a„^g)  mcdw^^j, 
€d  a  fortiori  : 

+  £}mod(a^^,-«„^,)+.+  mod(«„^^_i-a„^,)j. 

poiché,  essendo  i^i-fWj-f-  una  serie  convergente  per  ipotesi, 
si  ha,  per  n  abbastanza  grande,  qualunque  sia  p  : 

Indicando  ora  con  S  la  somma  della  serie 

mod  a^  -f  mcd  /a^  —  (/A  -f  mod  /a^  —  ag)  -h  •• 

convergente  per  ipotesi,  si  ha  evidentemente  : 

™d  (a,^j  -  a^^,)  +  mod  (a^^^,  -  a^^g)  ^-.. 
inoltre  si  ha: 

modK„^^<S, 
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n  -  S  7»  art  173-174- 


poiché  si  può  scrivere 


«n+p 


e  quindi 


mcd  OL  ^   "=  mod  a,  +  mod  (a,  —  a,)  -I--  + 


+  mod(a^^^^,-a„^^)<S. 
Di  qui  e  dalla  (2)  si  deduce  a  fortiori  : 

e  poiché  6  si  può  prendere  piccolo  quanto  si  vuole,  segue  che 
la  serie 

é  convergente,  come  si  doveva  dimostrare. 

174.  Un  caso  importante  é  quello  in  cui  i  numeri  a^  a,,.., 
almeno  a  partire  da  un  certo  posto,  sono  reali  e  positivi  ;  allora 
si  ha  il  teorema: 

Si  abbia  una  serie  convergente^  reale  0  complessa, 

e  siano  cx^,(/.^,..  numeri  finiti  che,  almeno  a  partire  da  m 
certo  posto,  sono  reali,  positivi  e  non  mai  crescenti.  Allora 
anche  la  serie 

è  convergente. 

Infatti,  procedendo  come  nell'  articolo  precedente  si  per- 
viene alla  stessa  diseguaglianza  (2)  : 

mod(a^^^t*,^,  +  .+  a^^^u^^;^ 
<  s  j"^^da^4-mod(a^^,-  a^)+-  +  mod(a^,-a^)|. 


II  -  5  7?  2urt.  174-175.  193 

Ma  per  n  abbastanza  grande  le  a  sono   per  ipotesi  numeri 
reali  e  positivi  che  non  vanno  crescendo,  quindi  : 

mcd  a^-f  mod  (a.,^1-  a^)  +  .4-  mod  (a^^^  -  a^,)  • 
Dunque  si  avrà 


mod  (a^^  t/^^j  +  •  +  ««^  ^^)  <  «n^i  £  ; 


e  poiché  £  può  prendersi  piccolo  quanto  si  vuole,  segue  che  la 
serie 

«1  t/j  -f  a,  ti,  -f  •• 


è  convergente,  come  doveva  dimostrarsi. 

175.  Pel  caso  di  una  serie  convergente  assolutamente  si 
ha  il  seguente  teorema,  il  quale  contiene  in  sé  quello  deir  ar- 
ticolo 94. 

Una  serie^  reale  0  complessa,  convergente  assoluta- 
mente si  mantiene  ancora  tale  se  si  moltiplicano  i  suoi  ter- 
mini  per  un  numero  qualunque,  od  anche  per  numeri  di- 
versi qualunque  purché  di  moduli  finiti. 

Infatti^  sia 

Wi  +  w,  4-  W3  +  •• 

una  serie   assolutamente  convergente,  ed  a^,  a,,  a^  ••  numeri 
tali  che  sia  per  ogni  valore  dell*  indice  n, 

mod  a  <  ^, 
ove  ft  é  un  numero  fisso  positivo.  Indicando  per  abbreviare  con 

6.  Garblari  «  A.  CapeUl  -  AnaUH  algébrUa,  18 


ilB;  quindi,  per  l'art.  04,  sarà  ccn 


■0,1*,+  ■■ 

nte;  il  che  dimostra  il  teorema. 


n  -  S  8,  art.  176.  195 

*j  8.  —  Operazioni  fondamentali  sopra  i  valori  di  serie 

assolutamente  convergenti. 

176.  Siano  V  eV  le  somme  rispettive  delle  due  serie  con- 
vergenti assolutamente 

La  serie 

è  pure  convergente  assolutamente  ed  ha  per  somma  U  -f  Y. 

Infatti,  essendo  le  serie  date  convergenti  assolutamente,  le 
due  serie 

mcd  u^  +  mod  u^  -h  •• 
mod  t'i  4-  mod  v^  -h  •• 

sono  convergenti  per  Tart.  172^  quindi  è  anche  convergente  la 
serie 

(mod  tei  +  mcd  t'i)  -f  (mod  t/j  4-  mod  r^  4-  •• , 
ed  a  fortiori  sarà  tale  la  serie 

mod  (Wi  4-  t'i)  4-  mod  (w^  4-  r,)  4-  •• 
Dunque  pel  citato  art.  172  la  serie 

(t€,  4-  ri)  4-  (W2  +  V,)  4-  •• 

è  convergente  assolutamente.  Questa  serie  si  dice  somma  delle 
due  serie 

Wi  4-  Wj  4-  •• 

t\  4- 1\  4-  •. 

pcichè  la  sua  somma  è  evidentemente  cr4-  F,  essendo  la  som- 
ma dei  limiti  eguale  al  limite  della  somma. 


igó  n  -  S  8,  art.  177. 

i77.  n  prodotto  dei  valori  di  due  serie  convergenti  assolu- 
tamente si  può  similmente  rappresentare  con  un'  unica  serie 
per  mezzo  del  seguente  teorema  dovuto  a  Cauchy  : 

Siano 

Wo  +  Wi  +  •• 
^'0  +  ^1  +  •• 

due  serie  convergenti  assolutamente  aventi  per  somme  ri- 
spettive \J  e  Y.  Si  consideri  la  serie 

in  cui  il  termine  generale  w„  è 


^^  =  w  t?   +  w.  t\    1  +  •  +  tf^  ^'n  • 

n  0     n  1     fi^l  »     0 


Questa  serie  è  convergente  assolutamente  ed  ha  per  somma 
UY.  Essa  si  dice  il  prodotto  delle  due  serie  date. 

Infatti,  indicando   con  U^q  V   le   somme  rispettive  dei 
primi  n-f  1  termini  delle  serie  date*  si  ha: 

^n  ^n  =  ^0^0  +  ^0^1  ^-  •  +  %\  + 
+  W^  t?Q  +  Wj  t?^  +  .  +  Wj  t?^  -h 

+  u^v^  +  u^v^  +  .  -f  u^v^  4- 
+ -f 


n  -  S  8,  art  177. 
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Si  consideri  ora  la  seguente  somma  cosi  disposta: 


fi 

+  «'0^n+t+-  +  n«'». 

n 

+  «l^^l+" 

n 

+  «,V,+.- 

+ 

• 

•              •              •               • 

+ u^v^+u^v^+ .  +  «^  r,_^  +  «,  e. 

+  «M-i  «0 +  •  ••  +  «•+.!  ««-1 

+ 

+  «*^i''o  +  «*.-i*'i 

'. 

+  «*.     *'o 

Secondo  la  notazione  stabilita,  i  termini  delle  diagonali 
parallele  all'ultima  si  possono  esprimere  rispettivamente  con 


^o'^i'^j'  "  ' 


w 


2n 


quindi  la  somma  scritta  dà  quella  dei  primi  2n  + 1  termini 
della  serie 

ed  anche  questa  somma  designeremo  generalmente  con  TT^. 
Ora  la  differenza 

è  data  dai  termini  scritti  nei  due  triangoli  separati  nello  spec- 
chio precedente  con  dei  tratti.  Si  può  quindi  scrivere: 

+  «'*.«'0+<'l.-l-(''o+«'l)  +  •  +  «'•+1  (*'o+**i+  •  +  «»-l) 


198  n  -  S  8,  art.  177- 

ed  anche,  secondo  le  notazioni  stabilite, 

deve  per  brevità  si  è  posto  : 

0  =  »».  ^0  +  «»»-l  ^1  +•+  «•+!  Vi- 

Indicando  ora  con  le  stesse  lettere  accentate  i  moduli  dei 
numeri  che  esse  rappresentano  si  ha  : 

m0dP<u'^  n-^-^'s^l  n  +  -+^'n^l  ^'n-1 

modO<t?'^  zr^  +  v'^^^  CTj+.  +  t?'^!  W^r 

Ma,  poiché  le  due  serie  delle  u  e  delle  v  sono  convergenti 
assolutamente,  le  due  serie  deUe  u'  e  v'  (art.  i72)  saranno  con- 
vergenti. Quindi,  indicando  con  Z  ed  Af  le  somme  rispettive  di 
queste  due  ultime  serie,  si  avrà  qualunque  sia  n: 


^'n<^'  V'n<^^ 


e  quindi 


dove,  in  virtù  della  convergenza  delle  serie  delle  u'  e  delle  t\ 
il  numero  z  si  può  supporre  piccolo  quanto  si  vuole,  purché  si 
prenda  n  abbastanza  grande.  Si  avrà  dunque 

limP=:lim  0  =  0, 
e  quindi,  per  le  (i): 

limTr^=Um(t7;,F). 


Il  -  §  8,  art.  177-178.  199 

Ma  il  primo  limite,  se  e*  è,  dà  la  somma  W  della  serie 


••  • 


e  poiché  il  secondo  limite  ha  per  valore  CTF,  si  conclude  ap- 
punto che  questa  serie  è  convergente  ed  ha  per  somma  IJV. 
Per  dimostrare  ora  che  la  convergenza  è  assoluta,  si  im- 
magini lo  stesso  specchio  precedente  formato  coi  moduli  dei  ri- 
spettivi addendi.  Una  diagonale  qualunque  di  posto  n  -h  1  è 
costituita  dalla  somma 

che  indicheremo  con  t^.  Intanto,  come  si  è  già  notato,  le  due 
serie 

Wo  +  w'i  +  - 

v\  +  t/i  +  •• 

sono  convergenti,  anzi  assolutamente  convergenti  perchè  com- 
poste di  termini  tutti  positivi;  quindi,  in  virtù  della  dimostra- 
zione precedente,  dovrà  essere  convergente  la  serie 

e  quindi  anche,  a  foriiori^  la  serie 

^0  +  w?'i  +  ••  •  , 
essendo 

Dunque  (art  112)  la  serie 

k  convergente  assolutamente. 

i78.  Questo  teorema  si  estende  facilmente  ad  un  numero 
qualunque  (finito)  di  serie. 


E  -  S  8,  art  178. 


Si  abbiano  m  serie 

Mt+U^   +   U^  +  ^^ 


ffi  +  ffi  +  ff,  +  ■■ 


ergenti  assolutamente,  aventi  per  somme  rispettive  i  nu- 
U,  V,..,  P,  Q.  Si  formi  una  nuova  serie 

Wfl  +  Wl  +  «»»  +  ■■ 

li  termine  generale  w    sia  la  somma  di  tutti  i  prodotti  della 
a: 

««  «p  •■  Py.  ffx 

ituiU  da  m  fattori  presi  rispettivamente  da  ciascuna  delle  vi 
i  date  e  tali  da  avere 

a  +  j3  +  -       ^  +  X  —  n, 

che  potremo  scrivere  brevemente 

tal  serie 

tOfl  +  W, +  «?,  +  •• 

ivergente  assolutamente,  ha  per  somma  il  prodotto  UV...PQ^ 
dice  il  prodotto  delie  m  serie  date. 
Supponiamo  il  teorema  già  dimostrato  per  m — 1  serie 

«0  +  «I  +  w»  +  •■ 
tJo  +  Pi  +  »j  +  •■ 


P^+P,  +  Pt  +  -, 
;OstrÌamo  che  allora  esso  vale  anche  per  le  m  serie  proposte. 


D  -  5  8,  art.  178-179.  201 


Per  r  ipotesi  fatta  si  ha  : 


dove 


e  la  serie 


è  assolutamente  convergente. 

Applicando  il  teorema  dell* articolo  precedente  alle  due  serie 
assolutamente  convergenti 

ed  osservando  che 

si  ha  appunto 

(CTK- P).  0  =  M?o  4- tTj  +  w?, -h  •• 

Il  teorema  enunciato  è  dunque  valido  per  un  numero  qua- 
lunque di  serie,  poiché  esso  si  è  dimostrato  per  il  caso  di  due 
serie;  quindi  per  la  dimostrazione  fatta  ora  esso  sarà  valido 
anche  per  tre  serie,  quindi  anche  per  quattro  serie,  ecc. 
179.  Siano  date  tre  serie 

W0+W1  +  - 
tali  che  sia  soddisfatta  la  relazione 


^n  =  ^0^.  +  ^l^n-l+   •    +^«^0- 


J2  II  -  S  8,  art  179. 

apponendo  che  le  due  ultime  serie  siano  convergenti  assolu- 
imente,  sarà  tale  anche  la  prima  per  1'  art.  i77.  In  tal  caso 
i  serie 

«?„  +  «',  +  ■■ 

dice  il  quoziente  della  serie 


er  la  serie 

1^  +  f ,  +  ■■ 

se  W,  XI,  V,  sono  le  somme  rispettive  di  queste  serie  si  avrà 


II  termine  generale  w  della  serie  quoziente  si  determina 
}lla  formola 

lediante  la  quale  si  calcolano  successivamente  w,,  w^ ,  w„  ecc. 
el  resto  è  anche  facile  di  costruire  direttamente  l'espressione 
;  w  ,  indipendentemente  dai  termini  precedenti,  mediante  l'uso 
ei  determinanti  come  si  vedrà  nei  capitoli  che  seguono. 


CAPITOLO  III 


OPERAZIONI  COMBINATORIE 


5  1.  —  Disposizioni  e  permutazioni  di  più  elementi. 


180.  In  ciò  che  segue  intenderemo  per  elementi  oggetti,  in- 
dividui, enti,  di  cui  non  si  deve  considerare  la  qualità  e  quan- 
tità, ma  sibbene  il  numero  o  l'ordine  di  distribuzione,  od  i  posti 
occupati. 

Per  designare  elementi  fra  loro  differenti  ci  serviremo  di 
differenti  lettere  dell'alfabeto,  ovvero  di  una  sola  lettera  affetta 
da  più  indici  differenti.  Così,  p.  es.,  quattro  elementi  distinti  si 
potranno  designare  rispettivamente,  con  a,  6,  e,  d  ovvero  con 
^i>  0^,  Oj,  a^^  ecc. 

18 L  Se  gli  oggetti  vengono  dati  in  modo  da  presentare  ini- 
zialmente un  certo  ordine  dì  successione,  ciò  potrà  mettersi  in 
evidenza  scegliendo  le  lettere  che  devono  designarli  in  modo 
da  conservare  una  corrispondente  successione  alfabetica,  ovvero 
gli  indici  in  modo  da  far  corrispondere  a  quella  successione  la 
successione  naturale  dei  numeri.  Così,  se  più  posti  successivi, 
che  si  possono  far  corrispondere  ai  numeri  1,  2,  3,  4...  rispettiva- 
mente, vengono  occupati  inizialmente  da  certi  oggetti  distinti,  si 
potrà  indicare  con  a  quelFoggetto  che  inizialmente  occupava  il 
primo  posto,  con  6  quello  che  occupava  il  secondo,  con  e  quello 
che  occupava  il  terzo,  ecc. 

Ma  si  potrà  usare  anche  di  qualsiasi  altro  simbolo,  pur- 
ché valga  ad  esprimere  senza  ambiguità  i  posti  occupati  dagli 
elementi  o  Tordine  di  successione.  E  così,  usando  di  soli  indici 
numerici,  colla  scrittura  1234  si  può  intendere  quattro  elementi 
disposti  in  ordine  naturale  {diretto)',  e  allora  con  3142  si  po- 
trà indicare  gli  stessi  elementi  disposti  in  altr'ordine,  cosicché 
l'elemento  che  primitivamente  era  nel  terzo  posto,  stia  ora  nel 
primo,  ecc. 

In  generale,  se  r, ,  r^ ,  •• ,  r  sono  i  primi  n  numeri  natu- 
rali scritti  in  un  ordine  qualsivoglia,  colla  scrittura 

r^r^r^-r 


2o6  III  -  §  I,  art.  i3i-i83. 

si  potrà  intendere  n  elementi  disposti  in  un  cert'  ordine,  in 
guisa  che  stia  al  primo  posto  queir  elemento  che  è  Yr^^  nella 
data  successione  iniziale,  o  che  primitivamente  occuperebbe. 
p.  e.,  ij  quinto  posto  se  r^  esprimesse  il  numero  5,  ecc. 

182.  Se  fra  n  oggetti  dati  se  ne  scelgono  k  per  disporli  in 
k  posti  fissi  (o  farli  corrispondere  a  k  indici  distinti),  si  consi- 
dereranno come  distinte  due  disposizioni  tali  che  almeno  une 
dei  k  posti  venga  occupato  nell'una  da  un  elemento  diverso  da 
quello  che  lo  occupa  nell'altra.  Le  disposizioni  di  n  oggetti  (ele- 
menti) k  a  k  costituiscono  dunque  tutti  i  vari  modi  coi  quali 
si  possono  distribuire  (disporre)  gli  n  oggetti  in  k  posti. 

I  numeri  k  ed  n  sono  quindi  per  loro  natura  interi,  posi- 
tivi non  nulli,  e  k  non  può  superare  w. 

183.  Per  semplicità  si  considerino  4  elementi  1,  2,  3,  4.  Le 
disposizioni  1  ad  1  sono  tante  quanti  gli  elementi,  cioè  4.  Vo- 
lendo quelle  2  a  2,  basta  aggiungere  a  ciascuna  delle  prime, 
cioè  a  ciascun  elemento,  successivamente  ciascuno  degli  altri; 
quindi  si  possono  rappresentare  con 


12 

21 

31 

41 

13 

23 

32 

42 

14 

24 

34 

43. 

Queste  sono  diverse  fra  loro  o  pel  primo  o  pel  seconde 
elementc,  e  comprendono  tutte  le  disposizioni  2  a  2. 

Per  formare  le  disposizioni  3  a  3  basta  aggiungere  a  cia- 
scuna di  quelle  2  a  2  successivamente  ciascuno  degli  elementi,' 
rimasti,  onde  esse  saranno  rappresentate  da 


123 

213 

312 

412 

124 

214 

314 

413 

132 

231 

321 

421 

134 

234 

324 

423 

142 

241 

341 

431 

143 

243 

342 

432. 

Si  vede  che  per  questa  via   non  è  possibile  emettere  né 
ripetere  alcuna  disposizione. 


IH  -  5  h  art.  183-184.  207 

Di  qui  segue  in  generale  che  dopo  avere  scritte  le  dispo- 
sizioni di  n  oggetti  A  —  1  a  k  —  1  si  possono  avere  quelle 
k  ah  aggiungendo  successivamente  a  ciascuna  delle  prime  cia- 
scune degli  elementi  rimasti,  che  sono  in  numero  di  n  —  (/i — 1); 
quindi,  si  ha  la  formola  :. 

(1)  i).^,  =  (n-ft  +  l)2).^,_,, 

dove  2)     esprime  il  numero  delle  disposizioni  r  ad  r  di   n 

elementi. 

Facendo  in  questa  successivamente  A  — 2,  3,-,  A,  si  ha: 

2),^  .=  (n  -  1)  2),^, 
^.^  =  («  -  2)  ^.^ 

.  .  •  .  . 

onde,  moltiplicando  membro  a  membro,   sopprimendo  i  fattori 

comuni  ed  osservando  che  D  ,  =  n  si  ottiene  : 

«,1 

(2)  D^j^  =  n  (n  —  1) ..  (w  —  A  -f  1). 

184.  Se  ciascuno  degli  n  elementi  può  essere  ripetuto  quante 
volte  si  veglia,  il  numero  delle  disposizioni  sarà  più  grande. 

Queste  disposizioni  si  dicono  disposizioni  con  ripetizione. 
Come  sopra  si  vede  che  formate  le  disposizioni  con  ripetizione 
*  —  laA  —  1  si  possono  avere  quelle  h  a  k  aggiungendo  a 
ciascuna  delle  prime  successivamente  ciascuno  degli  n  ele- 
menti medesimi.   Quindi,  indicando  con  D'      il  numero  delle 

n,  r 

disposizioni  con  ripetizione  r  ad  r  di  n  elementi,  si  ha  la  for- 
mola 

(3)        i);^,=«i);^_,. 

Facendo  qui  7t=z%3,  -,  A,  moltiplicando  come  sopra  e 
riducendo,  si  ottiene 

(4)     ^'„.»=«*. 

poiché  si  ha  evidentemente  D'   ,  =  n. 


ao8 


i85.  Le  disposizioni  n  ad  n  di  n  elementi  si  dicono  piut- 
tosto iiermu/azioni.  E^se  costituiscono  quindi  i  vari  mtxii  cci 
quali  n  oggetti  si  possono  distribuire  ìn  altrettanti  pesti. 

186.  11  numero  delle  permutazioni  di  n  elementi  si  indica 
con  P  ;  quindi  i  simboli  P  e  D  hanno  gli  stessi  significati, 
e  si  ha,  ponendo  ft  =  n  nella  formola  (a)  dell'art.  183, 

P^  =  1.2.3  -  n. 

Questo  numero  P^  si  suole  anche  indicare  coi  simboli  jr  (n),  \v, 
«/  e  si  legge  fattoriale  e  facoltà  di  n. 

187.  Se  gli  n  elementi  dati  non  sono  tutti  distinti  fra  loro, 
il  numero  delle  permutazioni  distinte  diviene  più  piccclo.  Sup- 
poniamo infatti  che  alcuni  degli  n  elementi,  p.  es.,  i  tre  ele- 
menti «1,  Of,  «3,  divengano  fra  loro  identici.  Una  qualunque  delle 
I  n  permutazioni  che  si  avevano  prima  potrà  rappresentarsi 
brevemente  con 

A  Ot   B  a^   C  a,  £>, 

dove  con  A,  B,  C,  L  sono  indicate  complessivamente  quelle 
successioni  di  elementi  che  sono  separate  dai  tre  elementi 
a,,  a„  «a-  Se  ora  in  queste  si  scambino  fra  loro  in  tutti  i  medi 
possibili  le  tre  lettere  0^,0^,  a^  si  avrarmo  in  tutto  le  sei  per- 
mutazioni 

A  Oi  B  a^  C  a,  B 

A  a,  B  Oi  C  a,  B 

A  a,  B  Qf  C  a^  B 

A  Qi  B  a^  C  Qt  D 

A  a,  B  a^  C  ai  D 

A  a,  B  a^  C  a^  B 

le  quali,  difTerendo  tra  loro  per  semplici  scambi  degli  elementi 
a,,  a,,  a,  divengono  identiche  fra  loro  quando  i  tre  elementi 
Op  o,,  a,  divengono  identici  fra  loro,  restando  sempre  distinte 
dalle  rimanenti   permutazioni.   Pertanto  le  P   permutazioni  à 
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^  I  II  .  m    .- 

possono  raggruppare  6  a  6  cosi  che  ciascun  gruppo  contenga 
solo  quelle  che  differiscono  fra  loro  per  un  posto  diverso  degli 
elementi  a, ,  «, ,  Aj  ;  e  se  questi  tre  elementi  diventano  eguali, 
altrettanto  accade  delle  6  =  Pg  permutazioni  di  ciascun  gruppo. 
Il  numero  delle  permutazioni  distinte  è  dunque  allora  e- 
uale  al  numero  dei  gruppi  cioè: 


S 


P 

n 


In  generale,  fra  gli  n  elementi  dati  si  supponga  ce  ne  siano 
a  eguali  fra  loro.  Riguardandoli  prima  come  differenti,  si  indi- 
chino con  «j,  flg,  ••  ,  «ot-  Le  P^  permutaizioni  degli  n  elementi 

diversi  si  possono  raggruppare  cosi  che  quelle  di  ciascun 
gruppo  differiscano  fra  loro  solo  per  un  diverso  posto  degli  ele- 
menti fltp  a^,  ••  ,  a^.  Ogni  gruppo  sarà  formato  di  P^  permu- 
tazioni; quindi  vi  saranno 

P 

n 

di  tali  gruppi.  Se  ora  gli  a  elementi  a^^a  ^  ••  ,  a^j  diventano 

eguali,  altrettanto  accade  delle  permutazioni  di  ciascun  gruppo, 
onde  il  numero  delle  permutazioni  distinte  si  ridurrà  a 


P 

n 

^' 

Supponendo  ora  in  queste  altri  j3  elementi  eguali  fra  loro  sì 

dimostra  nello  stesso  modo  che  il  numero  delle  permutazioni 

distinte  diviene 

P 
fi 


PaP^' 


e  così  via.  Dunque  se  fra  n  dati  elementi  ve  ne  sono  a  eguali 
fra  loro,  altri  ]3  eguali  fra  loro,  altri  y  eguali  fra  loro»  ecc. 

0.  GtrUeri  •  A.  C»9«]U.  -  AnaìiH  aìfébrUm.  U 
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(a  +  |3  ^-  7  +  ••  =  n),  il  numero  delle  permutazioni  distinte 
che  si  possono  formare  con  tali  elementi  è  dato  da 


{n_ 


PaP^P-t" 


\±  \t  \1j 


Tale  numero  dovendo  manifestamente  essere  intero,  segue  di 
qui  che  per  a  +  ^  +  ••  <  n  il  numero 


n 


Lillli. 


è  sempre  intero. 


J 
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5  2.  —  Combinazioni  semplici  e  con  ripetizione. 

188.  Si  chiamano  combinazioni  h  ad  ^  di  n  elementi  i  gruppi 
fermati  con  h  degli  n  elementi  presi  in  tutti  i  modi  possibili, 
ma  in  guisa  che  due  gruppi  qualunque  differiscano  almeno  per 
un  elemento. 

189.  Senza  alterare  una  combinazione  si  possono  disporre 
i  suoi  elementi  in  qualunque  ordine,  e,  in  particolare,  si  po- 
tranno disporre  in  modo  che  i  loro  indici  siano  in  ordine  cre- 
scente 0  decrescente. 

190.  Di  due  elementi  si  chiamerà  superiore  quello  che  ha 
il  numero  d'ordine  {indice)  maggiore,  0  che  viene  dopo  Taltro 
neir  ordine  primitivo  degli  elementi. 

Ciò  posto,  in  virtù  dell'osservazione  fatta  all'  articolo  prece- 
dente, per  formare  le  combinazioni  2  a  2  basterà  aggiungere 
a  ciascun  elemento  ogni  elemento  superiore.  Quindi,  p.  e.,  coi 
5  clementi  a,  &,  e,  d,  e  si  possono  formare  le  combinazioni  2  a  2 

de 


ab 

bc 

Cd 

ac 

bd 

ce 

ad 

be 

ae. 

Per  avere  le  combinazioni  3  a  3  basterà  aggiungere  a 
ciascun  elemento  quelle  2  a  2  degli  elementi  superiori,  per 
avere  quelle  4  a  4  basterà  aggiungere,  a  ciascun  elemento  quelle 
3  a  3  degli  elementi  superiori,  e  cosi  via.  Operando  in  tal  guisa 
è  certo  che  nessuna  combinazione  viene  omessa  né  alcuna  ri* 
lìetuta. 

191.  É  chiaro  che  permutando  gli  elementi  in  ciascuna  com- 
binazione ?i  ad  h  si  ottengono  tutte  le  dispcsizicni  h  ad  h. 

Ma  da  ogni  combinazione  si  hanno  P^  disposizioni,  quin- 
di, indicando  con  C  ,  il  numero  delle  combinazioni   di  n  ele- 

menti  h  ad  ^5  si  avrà  la  relazione: 


212  III  -  5  2,  art.  191-194. 


d' onde 

2),,_n(n-I)(n-2)..(n-A  +  l)       /^x 

*  1.  2-  Z'h  ^  ^  ^ 

poiché  il  numero  che  sta  nel  secondo  membro  si  suol  designare 
brevemente  con  (  ^  )  che  si  legge  n  sopra  h. 

192.  A  questa  formola  si  perviene  direttamente  come  se- 
gue. Aggiungendo  successivamente  a  ciascuna  combinazione 
h  —  1  ad  ^  —  1  ciascuno  degli  n  —  {h  —  1)  elementi  rimanenti, 
si  ottengono  quelle  h  ad  ^,  ma  ripetute  ciascuna  h  volte,  pxrten- 
dcsi  dedurre  una  di  queste  introducendo  uno  qualunque  dei 
suoi  h  elementi  nella  combinazione  degli  altri  h  —  1.  Ad  esem- 
pio, per  ^  =  3  la  combinazione  aòc  si  ottiene  aggiungendo 
a  a  6c,  0  &  ad  flc,  0  e  BAab'y  quindi,  operando  come  si  è  detto 
sulle  combinazioni  2  a  2,  ciascuna  di  quelle  3  a  3  verrà  ri- 
petuta tre  volte. 

Di  qui  la  formola   • 

r    _  n  -  (/i  -  1) 

da  cui,  ponendo  ft  =  2,  S,-,  /?,  moltiplicando  e  riducendo,  si 
ritorna  alla  prima. 

193,  Il  numero  combinatorio  C^^  dovendo  per  sua  natura 

essere  intero,  segue  dì  qui  che  il  numero 

n(n  — l)'(n  — ^-hl) 
1.  2.  3..^ 

è  sempre  intero. 
ly4.  Poiché  : 

n(n— l)->(n  — A-f  1)  _ n(n— 1)  -(n— ;^+l)(n-;^)-  3-  2-  1 
1-2-3..;ì       —      1  .2  •3.-;k  -  1  -2 -S-Cn— ^)  ' 

si  può  anche  scrivere: 

(0         c..=      1^      ■ 

"'*      jh  \n~h 
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Ma  il  secondo  membro  non  varia  cambiando  h  in  n  —  hy  onde 
si  vede  che 

cicè: 

Il  numero  delle  combinazioni  di  n  oggetti  h  adhè  eguale 
al  numero  di  quelle  degli  stessi  oggetti  n  —  h  ad  n  —  h. 

Ciò  si  dimostra  anche  direttamente  così.  Presi  h  elementi 
da  n  ne  rimangono  n  —  ^,  onde  ad  ogni  combinazione  h  ad  ?i 
se  ne  può  far  corrispondere  una  n  —  h  ad  n  —  ^,  e  reciproca- 
mente; dunque  sono  tante  le  une  quante  le  altre. 
195.  Poiché 

n(n— l)»»(n  —  ;^  +  l)  _  (n  —  ^ -f  T^)' (n  —  1  ) " (n  —  /t -f  1) 
1  •  2  •  3"h  ~  1  •  2  •  3'h 

_  (n  — ;^)(n  — l)-(n~A4-l)      h(n  —  l)"(n  —  h  +  l) 
~  1-2  -3..;^  1  •  2  •  3../Ì 

(n  — l)(n  — 2)..(n  — ;i-f  l)(n  — ^) 


+ 


l '2  '3"h 

(n  — 1)  (n  —  2)  ••  (n  — Ti -f  1) 


+ 


1  .2  .3..(;ì  — 1) 

si  ha  che 

Questa  formola  si  dimostra  anche  direttamente  cosi.  Le  combi- 
nazioni possono  raccogliersi  in  due  gruppi  ponendo  neir  uno 
tutte  quelle  contenenti  un  certo  elemento  e  nelFaltro  quelle  che 
non  lo  contengono.  Per  avere  le  prime  basta  aggiungere  que- 
sto elemento  alle  combinazioni  A  —  1  ad  A  —  1  degli  altri  n  —  1 , 

onde  esse  sono  in  numero  di  f  j.  Per  avere  le  combina- 

zioni del  secondo  gruppo  basta  formare  quelle  A  ad  A  di  tutti 
gli  elementi  salvo  V  elemento  preso  di  mira,  quindi  esse  sono 

in  numero  ài  (  \  Sommando  i  due  numeri  così  trovati 

si  ha  appunto  la  (3). 


214  ni  -  S  2,  art.  iQ^Kfj. 

196.  Delle  combinazioni  della  classe  /?,  alcune  hanno  per  ele- 
mento di  indice  massimo  1'  ^■•®,  altre  V  (/i -Hi )'«**,  altre  le 
(h  H-  2)"<>,  ecc.  Ma  per  avere  quelle  coir  elemento  massimo  di 
indice  (h  4-  7*)^**  basta  aggiungere  questo  elemento  alle  combi- 
nazioni h  —l  ad  h  —  1  degli  h-hr  —  1  inferiori.  Si  ha  dunque 
la  formola 

che  si  può  anche  ricavare  applicando  più  volte  di  seguito  la 
formola  (3). 

197.  Se  uno  stesso  elemento  può  essere  ripetuto  più  volte 
in  una  stessa  combinazione,  le  combinazioni  distinte  che  cosi 
si  ottengono  sono  in  numero  più  grande  e  si  dicono  combina- 
zioni con  ripetizione. 

Per  avere  il  nnmero  ^'„^di  combinazioni  con  ripetizione 

h  ad  ^  di  n  elementi,  si  può  procedere  così.  Poiché  ogni  combi- 
nazione contiene  h  elementi  fra  semplici  e  ripetuti,  il  complesso 
di  tutte  le  C'^  ^^  combinazioni  con  ripetizione  conterrà  in  tutto 

h  X  C'      elementi.  Ma  gli  elementi  diversi  sono  n,  quindi  eia- 

scuno  vi  sarà  ripetuto 

volte.  Se  ora  in  ogni  combinazione  con  ripetizione  contenente 
un  certo  elemento  fissato  ad  arbitrio  si  toglie  una  volta  questo 
elemento,  si  ottengono  tutte  le  C'^  ^_^  combinazioni  con  ripe- 

tizione  della  classe  ^— -1  degli  stessi  n  elementi,  e  per  la  (i)> 
in  queste  combinazioni  quel  certo  elemento  si  trova  ripetuto 

volte.  Quindi,  osservando  che  un  tale  elemento  era  stato  tolta 
C   ^    ,  volte  si  avrà: 


HI  -  5  2»  art.  197-198.  2i5 


cioè 


d*onde,  ponendo  7^  =  2,3,  -j^,  moltiplicando,  riducendo  ed  os- 
servando che 

si  ottiene: 

,  (n -f  /^  —  1) (n -f  ^  —  2) »' (n 4-1) n  _  /n  +  h^l 

o     ,  — 


^,A  1  .  2  '  3  '  "h 


Questa  formola  esprime  che  : 

//  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione  httdhdivk 
elementi  è  eguale  a  quello  delle  combinazioni  semplici,  pure 
horfh,  rf^n-fh  —  1  elementi. 

198.  Volendo  costruire  le  combinazioni  con  ripetizione  si 
può  seguire  una  via  analoga  a  quella  tenuta  per  le  combina- 
zioni semplici.  Per  avere  quelle  2  a  2  basta  aggiungere  a 
ciascun  elemento  sé  stesso  e  ciascuno  dei  superiori  ;  per  avere 
quelle  3  a  3  basta  aggiungere  a  ciascuna  delle  precedenti  Tul- 
timo  elemento  e  ciascuno  dei  superiori,  e  così  via. 


2i6  ni  -  S  3,  art.  199. 


53.  —  Applicazione  allo  sviluppo  della  potenza 

di  un  polinomio. 

199.  Si  debba  elevare  il  polinomio  «j-f  fljH ha^ad  una 

potenza  ft««  (k  intero  e  positivo).  Eseguendo  il  prodotto  di  k 
polinomi  eguali  ciascuno  ad  a^  -h  «^  4*  ••  4-  a    senza  fare  alcuna 

riduzione,  ogni  termine  può  ottenersi  moltiplicando  un  termine 
del  primo  polinomio  per  uno  del  secondo,  quindi  per  uno  del 
terzo,  e  così  via  fino  al  /c~.  Perciò  il  prodotto  richiesto  è  una 
somma  di  termini  della  forma  : 


a    a    "  a  , 
'"1    '^a       "-k 


dove  Tp  r^,**,  r^  sono  h  numeri  eguali  0  diversi  presi  fra  i 

numeri  1,  2,  -,  n;  e  questi  termini  sono  tanti  quante  le  dispo- 
sizioni con  ripetizione  k  a.  k  degli  stessi  indici.  Raccogliendc 
i  termini  simili,  il  prodotto  cercato  si  riduce  ad  una  somma  di 
tanti  termini  quante  sono  le  combinazioni  con  ripetizione  A  a  A. 
Per  vedere  più  chiaramente  quale  coefficiente  compete  a  cia- 
scuna combinazione,  si  rifletta  che  il  termine  generale 

a    a   »'  a 

può  mettersi  sotto  la  forma 

04      «2      or,  On 

a     a     a     •-  a     , 

12        3  n 

dove  a^^  a^ ,  Oj , . . ,  a^  sono  interi  positivi,  in  parte  anche 
nulli,  tali  da  avere 

Immaginando  dato  un  numero  d*ordine  ai  k  fattori  polinomi  del 
prodotto,  la  scelta  di  a^  in  a^  fattori  potrà  farsi  successivamente 
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nei  fattori  indicati  dalle  diverse  combinazioni  a^  ad  a^  dei  k  nu- 
meri d'ordine,  quindi  potrà  farsi  in 


modi.  Scelto  a^  in  «^  fattori,  si  dovrà  prendere  a^  in  »,  dei  ri- 
manenti fattori  k  —  or^,  e  si  vede  che  ciò  potrà  farsi  nei  fattori 
indicati  dalle  diverse  combinazioni  of,  ad  a,  dei  h  —  a^  numeri 
d'ordine  relativi,  quindi  potrà  farsi  in 


A  —  otj  —  or. 


medi.  Dunque  la  scelta  simultanea  di  a^  e  di  a^  rispettivamente 
in  a^  ed  a^  fattori  potrà  farsi  in  tanti  modi  quanti  ne  indica 
il  prodetto 


Kl^  — ^1     I5.  L^^  ^i-^t     l^  K  1^  — «!-«/ 


Ora,  la  scelta  di  a,  in  «3  dei  rimanenti  fattori  k  —  «i— ^1  P"^ 
farsi  successivamente  in 


/  k  —  «1 — a,\ 


A  -  -  a^— a. 


i^'S     |ft~<^|-Q^«-«3 


modi;  quindi  la  scelta  simultanea  di  a^  a„  a^,  rispettivamente 
'^  ^p  a,f  «3  fattori  potrà  farsi  in  tanti  modi  quanti  ne  indica 
il  prodotto 

\k  l^-^i-gf 


1^ 


l^  |«t.  (5.  |ft-a,-a,-a3  ' 


2i8  in  -  S  3,  art.  kh 


Cesi  continuando  si  vede  che  la  scelta  di  tutte  le  lettere  ccm- 
ponenti  il  termine  a^^  a^  ••  a^  potrà  farsi  in  tanti  modi  quanti 
ne  indica  il  prodotto 


poiché 

«j  +  o?j  H h  a^=*- 

Di  qui  segue  che  la  potenza  richiesta  è  la  somma  di  tutti 
i  termini  della  forma 


» —  or,      a  OL 

a}  al  ••  a  »♦ 


colla  condizione 


A  fi 


Brevemente  si  suol  scrivere 


=  y  ì i — 7" — i — a.'  «-<  a'oS  ..  a'^n, 

^  |5.  Ift  1^  "  Ifl 


dove  il  simbolo  2  (sommatoria)  di  somma  devesi  intendere 
esteso  a  tutti  i  possibili  sistemi  di  numeri  interi,  positivi,  anche 
nulli,  a^^oi^^  -a^,  tali  da  soddisfare  all'eguaglianza 

«j  +  «j  4-  •  +  a^  =  k. 

Se  è  nulla  una  delle  a,  il  fattoriale  corrispondente  dovrà  con- 
siderarsi come  eguale  ài. 


UI  -  5  3,  art.  200-20I,  219 

200.  In  particolare  per  k  =  2  si  ha  : 

(«1+  «a  +  •  +  «»)'  =  Z  "*  +Z^'''.' 

dove  la  prima  sommatoria  si  estende  ai  valori  1,  2,  •• ,  n  di  r,  e 
la  seconda  alle  combinazioni  binarie  rs  degli  stessi  numeri. 
E  per  A  =  3  si  ottiene: 

dove  la  prima  sommatoria  si  estende  ai  valori  1,  2,  ••,  n  di  r;  la 
seconda  alle  combinazioni  binarie  rs  e  la  terza  alle  ternarie 
rst  degli  stessi  numeri. 

201.  Se  il  numero  degli  elementi  a^,  a^j-a^,  si  riduce  a 

due,  si  ha  lo  sviluppo  della  potenza  ^"''  di  un  binomio  ;  cioè  la 
formola  : 

(a  +  6)  =  y -=-  a   h  , 

^  \—  IL 

deve,  essendo  a  +  |3  =  ^,  si  ha  : 
Ma 


ili* 


'-/3=G)' 


quindi 


8=» 


(a +  6)'=  7  Q)a*-^ft^ 


=  0 

dove  il  simbolo  S^  esprime  che  la  sommatoria  deve  estendersi 
ai  valori  0,  1 ,  2,-,  ft  di  j3,  colla  convenzione 


(j)=>- 


} 


220  III  -  S  3,  art  2oi-2o3. 


Si  ha  dunque  :  (') 

Si  osservi  che  i  coefficienti  dei  termini  equidistanti  dagli  estremi 
sono  eguali,  poiché  (art.  194) 

202.  Cambiando  6  in  —&  si  ha: 

(a  —  &)=a— (^la       ^"^'Vs/^  ' 

dove  i  coefficienti  dei  termini  sono  a  segni  alternati,  e  il  ter- 
mine generale  è  della  forma 


•(-l)'(*)a*-'6'; 


quindi  può  scriversi  brevemente: 


(a--6)*  =  J^   (_l/(r)a*-'ft% 


203.  I  numeri 


si  dicono  coefficienti  binomiali  di  grado  k.  Per  Tart.  Ì9t5  si  ha 

(*)=(V)-C::> 


n  Questa  forinola  comanemente  attribuita  al  N^wtoih  ^  doTuta  al  nostro  VkoU 
Tartaglia. 
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e  questa  forinola  dà  una  legge  per  formare  i  coefficienti  bino- 
miali  di  grado  h  per  mezzo  di  quelli  di  grado  h  —  1.  In  base 
a  tale  legge  si  può  comporre  il  seguente  specchio  (')  conte- 
nente i  coefficienti  binomiali  di  grado  1,  2,  3,  4,  ecc. 

1        1 

1        2        1 

13       3        1 

14        6        4        1 

1        5       10       10       5        1 

1        6      15      20      15        6        1 

1        7      21      35      35      21        7        1 


e  COSI  via,  in  cui  ogni  orizzontale  si  forma  dalla  precedente 
con  semplici  addizioni,  poiché  ogni  numero  è  eguale  alla  somma 
dei  due  numeri  sovrastanti  ad  esso  nella  linea  precedente.  Nella 
prima  orizzontale  vi  sono  i  coefficienti  del  binomio  a  +  &,  nella 
seconda  quelli  di  (a  -f  &)*,  nella  terza  quelli  di  (a  4-  ì>)\  ecc. 

204.  Quanto  ai  coefficienti  polinomiali  ci  limiteremo  a  no- 
tare che  nello  sviluppo  di  (a^  -f  a^  -j.  •  -f  a J*  jj  massimo  coef- 
ficiente  è 


[li_]"(^+i)' 


dove  5  è  il  quoziente  ed  r  il  resto  della  divisione  di  K  per  n. 


C)  Qneato  specchio  tuoi  dirsi    Triangolo  aritmttico  di  Pateaì,  ma  h  doTnto  al 
T^rtagUa, 


222  III  -  S  4^  art.  205-207. 


S  4.  —  Sostituzioni  fra  più  elementi. 

803.  Dicesi  sostituzione  l'cperazione  che  serve  a  passare 
da  una  permutazione  ad  un*  altra. 

Una  sostituzione  si  rappresenta  scrivendo  fra  parentesi  la 
permutazione  da  cui  si  parte  al  di  sotto  di  quella  che  deve  so- 
stituirla. Quin<Ji,  p.  es.,  il  simbolo 


(d  e  e  b  a\ 
b  d  a  e  e/ 


indica  la  sostituzione  che  cambia  gli  elementi  della  permuta- 
zione bdace  con  quelli  rispettivamente  dello  stesso  posto  nella 
permutazione  dceba.  Le  due  permutazioni  si  dicono  i  termini 
della  sostituzione^  la  superiore  numeratore  e  V  inferiore  deno- 
minatore. 

206.  È  chiaro  che  una  sostituzione  resterà  la  stessa  se  si 
eseguisce  uno  scambio  qualunque  di  lettere  nel  suo  denomina- 
tore purché  lo  stesso  scambio  si  eseguisca  fra  le  lettere  corri- 
spondenti del  numeratore.  Cosi,  p.  es.,    si  avrà: 


(d  e  e  b  a\ /e  d  b  e  a\ 
bdace)       \a  b  e  d  e/ 


Date  due  sostituzioni  qualunque  si  potranno  dunque  sem- 
pre ridurre  ad  avere  lo  stesso  denominatore,  ed  allora  le  due 
sostituzioni  saranno  eguali,  ovvero  distinte  secondo    che  siane 
0  no  identicamente  eguali  i  numeratori. 
207.  Indicando  per  brevità  con 


ilj ,  ^j  »  ••  >  A^ 


le  N:~  j  n  permutazioni  di  n  elementi,  e  scegliendone  una 
p.  es.,  Al ,  per  denomintore,  si  ottengono  tutte  le  sostituzioni 
prendendo  successivamente  per  numeratore  le  In  permutazioni; 
quindi  tali  sostituzioni  sono: 


(t>  (:)••••  (l:> 


IH  -  s  4i  ^t-  207-210.  223 

(A  \ 
*  1  esprime  una  sostituzione  identica  che 

lascia  ciascun  elemento  al  suo   posto.  Comprendendo  questa 
celle  altre,  si  vede  che  il  numero  delle  sostituzioni  distinte  è  |n. 

208.  Per  denominatore  delle  sostituzioni  si  suol  scegliere  la 
permutazione  principale  (fondamentale),  in  cui  gli  elementi  si 
succedono  nell'ordine  in  -cui  furono  primitivamente  distribuiti. 

209.  Chiamasi  prodotto  di  due  sostituzioni  S  ed  5'  la  so- 
stituzione ottenuta  effettuando  prima  la  sostituzione  S  poi  la  S'. 
La  sostituzione  prodotto  si  indica  colla  scrittura  SS". 

Così,  p.  es^  se  è: 

\  fli  a^  a^a^a^J'  \  a,  a^  a^  a^  oj' 


si  ha 


SS'=(  ^«  ^5  ^*  ^^^^Y 
\  «1  ^2  ^3  «4  «5  / 


poiché  colla  sostituzione  5  T  elemento  «i  è  sostituto  da  ^3 ,   e 
cella  sostituzione  5'  Telemento  a^  è  sostituto  da  a^ ,  ecc. 
Si  ha  invece 

\  aj  a,  0^3  a^  ^5  / 

2i0.  Dairesempio  ora  dato  si  vede  che  il  prodotto  di  due 
sostituzioni  non  è  indipendente,  in  generale,  dall'  ordine  dei  f at- 
teri. Se  accade  che  i  due  prodotti  SS'  ed  S'S  siano  eguali,  le 
due  sostituzioni  5  ed  5'  si  dicono  pennutaJbili  fra  loro.  Così, 
per  es.,  le  due  sostituzioni  : 

f  b  e  a  e  f  d\  «,  _/rf^/'«^c\ 

~\abcdef)'  ~\abcdef) 

sene  fra  loro  permutabili  poiché  si  ha  : 


(e  f  d  b  e  a  \ 
a  b  e  d  e  f  / 
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211.  Dicesi  prodotto  di  tre  o  più  sostituzioni  la  sostituzione 
ottenuta  moltiplicando  la  prima  per  la  seconda,  quella  ottenuta 
per  la  terza,  e  così  via.  Il  prodotto  delle  sostituzioni  S^  S\  S'\  S"- 
si  rappresenta  colla  scrittura 


SS'  5"  S 


Se  le  sostituzioni,  in  numero  di  7n,  sono  tutte  eguali  ad  S, 
il  loro  prodotto  dicesi  potenza  m^*  di  jS,  e  si  indica  con  S*. 

212,  In  un  prodotto  di  sostituzioni  si  può  manifestamente 
sopprimere  ogni  sostituzione  identica;  è  quindi  naturale  di  de- 
signare la  sostituzione  identica  col  nome  di  sostituzione  unità 
cioè  porre: 

A. 

1. 


(::)= 


Convenendo  inoltre  di  riguardare  come  eguale  ad  1  il  sim- 
bolo 5^  risulta  di  qui  che  la  potenza  zero  di  una  sostituzione 
designerà  una  sostituzione  identica. 

213.  La  più^  semplice  fra  le  sostituzioni  è  la  circolare.  Si 
dice  che  una  sostituzione  da  eseguirsi  sopra  un  certo  gruppo 
di  elementi  è  circolare  quando  questi  elementi  si  possono  scri- 
vere in  un  ordine  tale  che  in  virtù  della  sostituzione  ogni  ele- 
mento venga  sostituito  dal  successivo  e  Tultimo  dal  primo.  Cesi 
ad  esempio  la  sostituzione 


/ e  d  b  e  a\ 
^'Ka  b  e  d  e  ) 


è  circolare  poiché  scrivendo  gli  elementi  del  denominatore  nel- 
Fordine 

a  e  b  d  e 

essa  sostituisce  ad  ogni  elemento  quello  che  gli  succede  a  de- 
stra ed  airultimo  elemento  e  sostituisce  il  primo,  cioè  a. 

Una  sostituzione  circolare  si  suol  designare  più  brevemente 
collo  scrivere  fra  parentesi  il  solo  denominatore  dopo  aver  prima 
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disposto  i  suoi  elementi  neirordine  sovraccennato.  Così  nel  nostro 
caso  si  scriverà  più  brevemente  : 

\a  e  b  d  e  /      ^  ^ 

Questa  sostituzione  può  effettuarsi  dividendo  una  circonfe- 
renza in  cinque  parti  eguali  e  ponendo  nei  punti  successivi  di 
divisione  gli  elementi  a^  e^  &,  cf,  e.  Si  ottiene  la  nuova  permuta- 
zione ebdca  sostituendo  ciascun  elemento  della  data  aebdc 
con  quello  che  viene  a  prendere  il  suo  posto  ruotando  il  cerchio 
attorno  al  centro,  in  un  certo  senso,  di  un  angolo  'eguale  alla 
quinta  parte  di  quattro  retti. 

214.  Data  una  sostituzione  S,  sia  a  un  suo  elemento  qua- 
lunque e  b  quello  che  gli  succede  quando  si  effettua  la  so- 
stituzione; sia  poi  e  l'elemento  che  sostituisce  by  d  T elemento 
che  sostituisce  e  e  cosi  si  proceda,  finché  si  giunga  ad  un  ele- 
mento r  che  sostituisca  A,  e  che  coincida  con  uno  degli  ele- 
menti 

ab  ed . .  .h 

incontrati  precedentemente.  Ciò  accadrà  certamente  perchè  il 
numero  totale  degli  elementi  è  finito,  ed  è  facile  riconoscere  che 
l'elemento  r  dovr^  coincidere  precisamente  col  primo  elemento  a 
da  cui  si  è  partiti.  Supposto  infatti,  se  è  possibile,  che  fosse 
y  =  d  la  sostituzione  che  consideriamo  sarebbe  della  forma 

b  e  d . . .  d . . , 


(b  e  a  . . .  a . . .  \ 
a  b  e . . .  h , . ,  ) 


il  che  è  assurdo   poiché  il  numeratore   conterrebbe  due   volte 
l'elemento  d. 

Gli  elementi  a^  b^  e, . . .  <i  h  si  sostituiscono  dunque  circolar- 
mente e  formano  un  cosidetto  ciclo.  Se  questo  ciclo  contiene 
tutti  gli  elementi,  la  sostituzione  S  è  circolare.  In  caso  diverso, 
con  un  elemento  non  compreso  nel  ciclo  si  potrà  formare  un 
nuovo  ciclo  a\  b\  e', . . . ,  A',  se  ne  potrà  quindi  avere  anche  un 
terzo,  un  quarto,  ecc.  Se  un  elemento  é  sostituito  con  sé  stesso, 
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esso  forma  un  ciclo  da  sé.  Mettendo  quindi  in  evidenza  i  cicli, 
si  potrà  indicare  la  sostituzione  S  con  la  scrittura 

S  =  {ab  -A)  (aV ..  h')  {arv .-  V)  •• , 

cioè: 

Una  sostituzione  non  circolare  può  riguardarsi  come  il 
prodotto  di  più  sostituzioni  circolari  eseguite  su  gruppi  di- 
versi di  elementi. 

È  poi  chiaro  che  tutti  i  fattori  circolari  di  una  sostitu- 
zione sono  permutabili  fra  loro. 

Si  consideri,  p.  es.,  la  sostituzione  non  circolare 


(d  a  g  e  b  h  e  f\ 
abcdefgh)' 


Qui  ad  uno  degli  clementi,  p.  es.  a^  bisogna  sostituire  d,  a 
questo  e,  a  questo  ò  e  a  questo  il  primo  a.  Così  sugli  elementi 
finora  incontrati  a,  et,  e^  à,  si  è  eseguita  la  sostituzione  circolare 
(ade  b).  Prendendo  uno  degli  elementi  restanti,  p.  es.,  /;  si 
formerà  il  ciclo  Pi  su  cui  si  effettua  la  sostituzione  circolare  (/?/). 
e  cosi  via  fino  a  che  siano  esauriti  tutti  gli  elementi.  Si  ha 
quindi  : 

i  d  a  g  e  b  h  e  f\  =  {a  d  e  b)  {f  h)  (fi  g) 

\ab  e  d  e  f  g  h  )  r=:z(f  h)  (a  d  e  b)  (e  g)=  ecc. 

215.  Le  sostituzioni  circolari  di  due  elementi,  che  sono  il 
caso  più  semplice  di  una  sostituzione  circolare,  si  dicono  tra- 
sposizioni. 


Ili  -  S  5,  art  216-218.  227 


$5.  —  Potenze  di  una  sostituzione. 

216.  Un  sistema  di  sostituzioni  si  dice  formare  un  gruppo 
quando  il  prodotto  di  una  qualunque  di  esse  per  sé  stessa  0 
per  una  qualunque  delle  rimanenti  appartiene  allo  stesso  sistema. 

Le  sostituzioni  che  si  possono  ottenere  operando  successiva- 
mente quante  volte  si  voglia  e  in  un  ordine  qualunque  certe 
date  sostituzioni  A^  B,  C, . .  formano  un  gruppo  detto  gruppo  de- 
rivalo di  A,  li,  C, ..,  che  si  indica  col  simbolo  (A,  B,  C, ..). 

Dicesi  ordine  di  un  gruppo  il  numero  delle  sue  sostitu- 
zioni, e  grado  il  numero  degli  elementi  su  cui  esse  operano. 

Ogni  gruppo  contiene  sempre  la  sostituzione  1  poiché  come 
era  vedremo,  ogni  sostituzione  moltiplicata  per  sé  stessa  un  nu- 
mero opportuno  di  volte  riproduce  1. 

217.  Si  chiama  ordine  di  una  sostituzione  S  Y  ordine  del 
gruppo  da  essa  generato  0,  che  é  lo  stesso,  il  numero  delle 
sostituzioni  distinte  che  si  possono  ottenere  ripetendo  una  0  più 
volte  la  stessa  sostituzione  S* 

Se  una  sostituzione  è  circolare  il  stu>  ordine  è  uguale 
al  numero  dei  suoi  elementi. 

Infatti,  eseguendo  la  sostituzione  circolare  di  n  lettere  me- 
diante il  cerchio,  é  chiaro  che  rotando  questo  di  un  angolo 
eguale  alla  n"«  parte  di  quattro  retti,  la  sostituzione  si  effettua 
una  volta*  Quindi  si  ritorna  alla  permutazione  di  prima  rotando 
il  cerchio,  sempre  nello  stesso  senso,  di  n  volte  la  7i««  parte  di 
quattro  retti,  cioè  effettuando  n  volte  la  sostituzione. 

218.  Si  consideri  ora  la  serie  S^  =  ì,  5,  S\  5^  ..,  5*  ••  delle 
sostituzioni  derivate  da  una  sostituzione  qualsivoglia  S  di  w  let- 
tere. Poiché  il  numero  totale  delle  sostituzioni  é  In  ,  in  questa 
serie  dovranno  necessariamente  riprodursi  delle  sostituzioni  già 
ottenute.  Si  supponga  di  avere 

cioè,  essendo  5"'^'"  =  S^S*: 

S''S^=S\ 
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Allora  la  sostituzione  5*  applicata  ad  una  permutazione  qua- 
lunque non  dovrà  produrre  alcun  cambiamento  di  lettere,  cicè 

sarà  5*  =  1 .  Di  qui  segue,  qualunque  sia  V  intero  q  : 

onde,  moltipliccindo  per  una  potenza  7"^  di  S: 

Ora,  qualunque  intero  positivo  può  mettersi  sotto  la  ferma 
inq  4-  r  dove  r  e  g  sono  due  interi  positivi  ed  r  è  inferiore  ad  ;n; 
dunque  la  serie  delle  potenze  di  S  si  riproduce  periodicamente 
ed  il  periodo  si  compone  delle  sostituzioni 

i,         o,        o    ,  .  «  ,       o  • 

Supponendo  che  m  sia  il  più  piccolo  numero  tale  da  avere 

i  termini  della  serie  precedente  saranno  effettivamente  distinti 
e  formeranno  un  gruppo  di  ordine  m.  Infatti  se  fosse  possìbile 
r  eguaglianza 

con  Ii-h  k  minore  di  m^  dovrebbe  aversi 

il  che  è  contrario  al  supposto,  poiché  k  è  minore  di  m  ed  m  e 
per  supposto  il  più  piccolo  esponente  che  soddisfa  questa  egua- 
glianza. 

Qui  m  dà  il  minimo  numero  di  volte  che  bisogna  appli- 
care successivamente  la  sostituzione  S  ad  una  data  permuta- 
zione per  ritornare  nuovamente  alla  stessa.  Esso  è  evidente- 
mente l'ordine  di  S.  Si  vede  poi  subito  che  le  sole  potenze  di 

S  eguali  ad  1  sono  5*  5  "*,  S^'",  •  • 
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219.  Si  conviene  di   estendere  V  eguaglianza  dell'  articolo 

precedente  s"*  ■*"'"  =  5'  anche  ai  valori  interi  negativi  di  r. 
Cambiando  quindi  r  in  —  r  si  avrà 

e  prendendo  q  in  guisa  da  avere  7)iq  —  r  positivo,  questa  for- 
mcla  definisce  ciò  che  si  dirà  potenza  negativa  di  una  sosti- 
tuzione 5.  Se  in  particolare  si  pone  r^l,  si  potrà  prendere  Q'=l, 
e  si  avrà  : 

d'cnde  segue  che  il  prodotto  delle  due  sostituzioni  5  ed  5"^ 
è  eguale  ad  I,  poiché  si  ha: 

Quindi  se,  p.  es.,  è 

Ha)' 

dcvrà  aversi  evidentemente 


S' 


HX) 


Le  due  sostituzioni  S  qA  S       si  dicono  inverse  Tuna  delFaltra. 

220,  L'ordine  di  una  sostituzione  qualunque  S  è  eguale 
al  minimo  multiplo  comune  dei  numeri  esprimenti  gli  ordini 
dei  cicli  di  S. 

Infatti,  decomposta  la  sostituzione  S  nei  suoi  cicli,  sia 


S=CCC 


e  siano  a,  a,  a",-  gli  ordini  dei  rispettivi  cicli  C,  C\  C" 
Se  m  è  l'ordine  di  S,  si  avrà  : 

5*  =  1, 


23o  in  -  §  5,  art.  220-222. 


cssia  : 

C*  C^  C^  ••  =  1 , 

poiché  è  lecito  di  invertire  V  ordine  dei  fattori  circolari  di  5* 

(art.  214).  Ora,  i  fattori  c"  C*  ••  essendo  costituiti  da  elementi 
diversi,  affinchè  questa  eguaglianza  sussista  dev'essere 

cioè  in  dovrà  essere  un  multiplo  comune  di  a,  a',  a",  ••  E  poi- 
ché,  reciprocamente,   ogni   multiplo  comune  in  di  a,  a,  a',-- 

soddisfa  all'eguaglianza  5*=1,  segue  appunto  che  Tordine  di 
S  è  eguale  al  minimo  multiplo  comune  dei  numeri  a,  ol\  a",*- 
che  esprimono  gli  ordini  dei  suoi  cicli,  come  si  doveva  di- 
mostrare. 

221,  Se  una  sostituzione  S  è  di  ordine  m,  una  suui  pò- 

ienza  S^  sarà  di  ordine  -j-,  dove  d  è  il  massimo  comun  di- 

a 

visore  di  m  ed  n. 

Infatti,  per  Tart.  218,  affinchè  sia  (s**)'  =  1,  cioè  5"'=rK 
bisogna  che  nr  sia  divisibile  per  m.  Ora,  se  rf  è  il  massimo 
comun  divisore  di  m  ed  ??,  si  potrà  scrivere 

nr=zdqr^         in^=:^dq', 

> 

dove  q  Q  q'  sono  numeri  primi  fra  loro.  Dunque,  affinchè  nr  sia 
divisibile  per  m  è  necessario  e  sufficiente  che  r  sia  divisibile 

Tn  m 

per  q*  cioè  per  —  ;  quindi  il  più  piccolo  valore  di  r  è  — ,  ossia 

-—  è  l'ordine  della  sostituzione  s\ 
d 

222.  In  particolare,  se  m  ed  n  sono  primi  fra  loro,  la  sosti- 
tuzione 5"  sarà  di  ordine  m.  Ponendo  in  tal  caso  S*  =  T ,  fra 
le  potenze  1,  r,  T*,  ^^••  si  troverà  la  sostituzione  S,  poiché 
queste  potenze  sono  anche  potenze  di  S  ed  il  numero  di  quelle 
fra  loro  distinte  è  w,  cioè  coincide  col  numero  dellte  potenze 
distinte  1,  5,  6*,  S\... 
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223.  Esisterà  dunque  un  numero  intero  positivo  ìj  tale  da 
avere 

2^=8"' =5,      onde    5"'"*  =^  1 

e  quindi,  per  V  art.  2J8  esisterà  un  numero   intero   positivo  q 
tale  che  sia 

np  —  1  =  mq. 

Abbiamo  cosi  dimostrato  il  seguente  teorema  (cfr.  art  76)  : 

Se  m  ed  n  sono  due  numeri  interi  positivi  primi  fra 
loro,  si  possono  sempre  determinare  due  interi  positivi  p  e  q 
tali  da  avere 

np^mq  —  1. 

224,  Vediamo  intanto  sopra  un  esempio  come  si  possa  ap- 
plicare nella  pratica  il  metodo  suindicato  per  la  determina- 
zione dei  due  numeri  p  t  q.  Si  prenda  p.  es.,  in  =  l,  n  =  5 
cosicché  i  due  numeri  p,  q  devono  soddisfare  alla  relazione 

(,)  5p-.7^  =  l. 

Prendendo  allora  per  S  la  sostituzione  (a^  a,  a,  a^  a^  a^  a^)  il  cui 
ordine  è  appunto  w  =  7,  si  trova  subito  che 

5"  =  S^  =  («i  Of,  a^  a^  a^  a^  a^). 

11  numero  p  dovendo  essere  tale  che  quest'  ultima  sostituzione 
elevata  alla  potenza  p  coincida  con  5,  esso  sarà  eguale  al  nu- 
mero di  elementi  che  precedono  a,  nel  ciclo  a^  a^  a^  flf,  ^7  fl^s  «35 
cioè  si  avrà  nel  case  attuale  ]>  =  3,  onde  sostituendo  questa 
valore  nella  (i)  si  trova  poi  subito 

Q  =  '^ —  =  2. 


225.  Si  decomponga  in  fattori  primi  l'ordine  m  della  sosti- 
tuzione Sj  cioè  sia 

m  =  a^  ftP  c^  ... 
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dove  a,  &,  e, . .  sono  numeri  primi  diversi  fra  loro.  Se  si  pcnga 


(I)  5**=5,,        S'^=S,,       5^^  =  53,.., 

le  sostituzioni  S^^  S^^  S^,...^  saranno,  per  Tart  22 i,  degli  or- 
dini rispettivi  a" ,  Ir  ^  c^,  • . .  ;  inoltre  faranno  parte  del  gruppo 
5^,  À'S  5*,--  derivato  da  5.  Reciprocamente,  S  deriva  da  que- 
ste sostituzioni  Si,  /S^2 ,  53,...  combinate  fra  loro. 

A  tale  oggetto  basta  dimostrare  che  il  numero  delle  so- 
stituzioni distinte  contenute  nel  gruppo  (5^ ,  S^. , .)  coincide  con 
ni  cioè  col  numero  delle  potenze  distinte  5®,  S,  5*,  S^,,..  In- 

vero,  il  prodotto  S^  S^  S^. .,  dove  i  numeri  A ,  /r,  / . . .  sieno  in- 
feriori rispettivamente  ad  a**,  ò^  ^  c*^, rappresenta  ap- 
punto m  cioè  a^  ir  c^  -'  sostituzioni  che  si  ottengono  facendo  va- 
riare ^,  A,  /, . . .  in  tutti  i  modi  possibili  fra  0  ed  i  limiti  su- 
periori rispettivi.  Ora  è  facile  riconoscere  che  queste  m  so- 
stituzioni sono  tutte  disiinie  tra  loro.  Se  fosse  infatti: 

^1      ^2      ^3     "    ^l       ^2      ^3    " 

se  ne  dedurrebbe,  poiché  le  Si  sono  evidentemente  permutabili 
fra  loro, 

Oj  Oj  O3  ...  1  , 

onde,  elevando  i  due  membri  alla  potenza  6^  c^^  ••  ,  e  ricor- 
dando che 


b 


p   ,     „j 


si  avrebbe 


S^     =1  f       S^     —  1  j 


g  ih-'h')  h^   c*^  •.  __  J 


cioè  il  numero  (h  —  h')  ir  c^  ••  •  dovrebbe  essere  un  multiplo 
dell'ordine  di  S^  che  era  uguale  ad  a* .  11  numero  h  —  h\  che  è 
inferiore  ad  a*,  dovrebbe  quindi  essere. di  visibile  pera*,  il  che 
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richiede  che  sia  h  -r'K  =  0 ,  cioè  h  =  h\  Similmente  si  prove- 
rebbe che  k  —  h' ,  l  =  l\  Resta  cosi  dimostrato  che  il  numero 
delle  sostituzioni  del  gruppo  (S^ ,  S^^")  è  almeno  eguale  ad  m. 
D'altra  parte  esso  non  può  superare  m  poiché  le  5i,  5, ..  sono 
tutte  comprese  nel  gruppo  derivato  da  S.  Esso  sarà  dunque 
eguale  ad  m,  e  si  avrà 

226.  Poiché  le  sostituzioni  del  tipo  S^  5,  ^3 ..  coincidono 
nel  loro  complesso  colle  sostituzioni  1,  iJ?,  5*,  S^,-,  si  avrà  in 
particolare  per  un  certo  sistema  di  valori  delle  /?,  ft,  ^  ••  : 

o e      e      e 

^  *>1      òj      O3    ••   5 


Ih  k  l 


ovvero  anche 

.j^ii 

s»^  )  (  s'^ 

0'.. 

•   — 

cnde 

s       '" 

k 

t 

=  1. 

Ciò  significa  che  l'esponente  di  i9  nel  primo  membro  deve  es- 
sere divisibile  per  m.  Esisterà  dunque  un  numero  intero  /  tale 
da  avere  : 

a*       &P        c^ 


onde 


1        ^      h         k  l     ^ 


Con  ciò  si  è  dimostrato  la  seguente  proprietà  : 

Se  a*,  Ir^  c^,-  sono  potenze  di  numeìH primi disHntU 

si  ha  : 


a'S^cTT..  a«       6^        cT 
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fiove  I  è  un  numero  intero  ed  h,  ìs.,  l . . .  sono  nxmieri  interi 

e  positivi^  inferiori  rispettivamente  ai  numeri  a*,  ìr^  c^  •  e 
deteìvninaòili  in  un  unico  modo. 

227.  Ogni  sostituzione  circolare  di  k  elementi  si  può  con- 
siderare come  il  prodotto  di  ft  —  1  trasposizioni,  poiché  si  ha  : 

(«1  ^2  %  ••  %)  =  (^1  ^t)  (^i  «3)  ••  (^i  %)' 

Siccome  poi  una  sostituzione  qualunque  è  sempre  il  risultato 
(art.  214)  di  una  0  più  sostituzioni  circolari,  si  vede  che: 

Una  sostituzione  qualunque  può  sempre  operarsi  per 
mezzo  di  successive  trasposizioni.  E  si  potrà  sempre  fare  in 
modo  che  il  numero  di  tali  trasposizioni  sia  inferiore  almeno  di 
un'  unità  al  numero  degli  elementi. 

Invero  se  si  immagina  decomposta  una  sostituzione  qua- 
lunque nei  suoi  cicli  e  si  osserva  che  ogni  ciclo  di  k  elementi 
equivale  a  k  —  1  trasposizioni,  si  vede  che  una  sostituzione 
equivale  ad  un  numero  di  trasposizioni  eguale  alla  differenza 
ira  il  numero  totale  dei  suoi  elementi  e  quello  dei  suoi  cicli. 


HI  -  §  6,  art.  228-229.  235 


5  6.  —  Inversioni  nelle  permutazioni. 

228.  Per  ottenere  da  una  delle  permutazioni,  p.  es.,  dalla 
^1  ^2  "  ^n  ^^^^^  ^^  L^  permutazioni  degli  n  elementi  si  co- 
mincierà  coireseguire  la  trasposizione  (a^  a,).  In  ciascuna  delle 
due  permutazioni  così  ottenute  si  scambierà  quindi  il  terzo  ele- 
mento con  ciascuno  dei  due  precedenti,  con  che  si  avranno  le 
sei  permutazioni  : 

^1  ^1  ^3  •  •  •  ^'«  ^1  ^3  •  •  • 

«3  ^t  ^1  •  •  •  ^3  flj  a, . . . 

tf  I    ^3    ^2  .  .  .  ^2    ^3   ^1  •  •  . 

Elsse  si  ottengono  direttamente  dalla  fondamentale  a^  a^  ••  a^ 
mediante  le  sostituzioni  ' 

1      ,       (a,  aj , 

(^3  «1)  »  (««   «1)  (?3  ««)  > 

(«3  «»)  »       (^«  «3)  («3  «1)  > 

e  cesi  continuando  si  vede  che  il  tipo  generale  di  una  sostitu- 
zione sarà 


deve  è  in  generale 


229.  Due  elementi  di  una  permutazione  si  dicono  formare 
inversione  se  il  superiore  precede  l'inferiore. 

Cosi  nella  permutazione  316425  i  due  elementi  3  e  2  for- 
nfiano  inversione,  1  e  6  non  fanno  inversione,  ecc. 

Per  avere  il  numero  totale  di  inversioni  contenute  in  una 
stessa  permutazione  converrà  confrontare  ogni  suo  elemento  con 
ciascuno  dei  successivi.  11  numero  di  tali  confronti  sarà  eviden- 
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temente  — ^^ se  n  è  il  numero  degli  elementi  della  per- 
mutazione. Cosi  nella  permutazione  316425,  considerata  poco  fa, 
vi  sono  7  inversioni,  perchè  3  fa  inversione  con  1  e  2,  6  ccn 
4,  2  e  5,  e  4  con  2  e  5. 

La  permutazione  fondamentale  0  principale  a^  a^  ..  a^  ncn 

ha  evidentemente  alcuna  inversione.  Invece  la  permutazione 


n     n^l      n  —  S  2      1 


è  quella  che  ha  il  massimo  numero  di  inversioni  poiché  essa  ne 

,  .     n(n— I) 

ha  appunto  — -. 

230.  Considerando  lo  zero  come  un  numero  pari,  ciascuna 
permutazione  avrà  un  numero  pari  o  dispari  di  inversioni.  Sette 
questo  aspetto  le  permutazioni  si  dividono  in  due  classi,  quelle 
con  un  numero  pari  d' inversioni,  e  quelle  con  un  numero  di- 
spari. Brevemente,  le  une  si  dicono  permutazioni  2?an'  le  altre 
disparì. 

Fatta  la  convenzione  di  distinguere  le  classi  coi  segni 
-}-  e  — ,  se  runa,  p.  es.  la  classe  pari,  si  designa  col  segno  +. 
Taltra,  dispari,  si  designerà  col  segno  — ,  ed  inversamente.  Ma 
la  classe  di  una  permutazione  dipende  dalPessere  pari  o  dispari 
il  numero  delle  sue  inversioni,  quindi  essa  si  potrà  esprimere  ac- 
compagnando ogni  permutazione  col  segno  — 1  innalzato  al 
numero  delle  sue  inversioni. 

Così,  p.  es.,  se  X  è  il  numero  delle  inversioni  nella  per- 
mutazione a    a    ..a    per  accompagnarla  col  simbolo  della  sua 

classe  sì  potrà  designarla  ccn  ( —  1)    a^  a^   ••  a^  • 

231.  Due  permutazioni  dedotte  Tuna  dall'altra  collo  scambic 
di  due  elementi  contigui  sono  evidentemente  di  classi  contrarie. 
Quindi  trasportando  un  elemento  dopo  r  elementi  (a  dritta  od 
a  sinistra)  la  nuova  permutazione  appartiene  alla  stessa  classe 
dell'altra  se  r  è  pari,  a  classe  diversa  se  r  è  dispari. 

232.  Se  due  permutazioni  differiscono  per  lo  scaiìibio  di 
due  elementi  qualunque  sono  di  classi  diverse. 
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Come  si  è  osservato  or  ora,  ciò  è  evidente  se  si  scambiano 
due  elementi  contigui. 

Ma  se  a  ed  a  non  sono  contigui,  si  indichi  con  B  il  gruppo 

degli  elementi  in  numero  di  m  fra  essi  compresi,  e  siano  AeC 
ì  gruppi  rispettivi  dì  elementi  che  possono  trovarsi  prima  di 
a^  e  dopo  di  a  .  La  data  permutazione  può  quindi  rappresen- 
tarsi con 

(i)  Aa^Ba^Cy 

e  la  nuova,  dedetta  collo  scambio  di  a   ed  a  ,  *con 

(2)  Aa    Ba    C. 

Questa  permutazione  può  aversi  dair  altra  trasportando  prima 
a^  dopo  ni  elementi   a   dritta  e  pei  a   dopo  7/i  -+- 1    a  sinistra, 

cìcè  eseguendo  ni  -4-  (w  -h  1)  ossia  2m  -+- 1  scambi  di  elementi 
successivi.  Quindi,  per  Tarticolo  precedente,  le  due  permutazioni 
(r)  e  (2)  sono  di  classi  diverse. 

233.  Se  sopra  gli  elementi  di  una  permutazione  si  eseguisca 
una  sostituzione  6\  la  permutazione  conserverà  la  propria  classe 
ovvero  Gambiera  di  classe  seccndcchè  iS  equivale  ad  un  nu- 
mero pari  ovvero  ad  un  numero  dispari  di  trasposizioni  (art.  228). 
In  particolare,  una  sostiiuzioìie  circolare  fra  k  elementi 
farà  0  no  cambiare  di  classe  secondochè  k  è  pari  o  dispari 
Pcichò  essa  equivale  (art.  227)  a  /i  —  1  trasposizioni. 

2'M.  Fra  le  \n    permutazioni  di  n  elementi  alcune  sono  di 

classe  pari  e  le  altre  di  classe  dispari.  Ora,  scambiando  fra  loro 
due  certi  elementi  in  tutte  le  permutazioni,  quelle  di  classe 
pari  diventerebbero  di  classe  dispari,  e  le  dispari  pari.  Ma  pcichò 
le  nuove  permutazioni  non  potranno  differire  dalle  prime,  segue 
che  le  pernmtazioni  pari  sono  tante  quante  le  dispari. 

235.  Due  permutazioni  appartengono  0  no  alla  stessa  classe 
secondo  che  si  possono  dedurre  Y  una  dalF  altra  mediante  un 
numero  pari  od  impari  di  trasposizioni.  Esisteranno  dunque 
tante  sostituzioni  equivalenti  ad  un  numero  pari  di  trasposi- 
zioni {sostituzioni  di  classe  pari)  quante  ne  esistono  equiva- 
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lenti  ad  numero  dispari  (sostituzioni  di  classe  dispari),  poiché 
le  prime  eseguite  sulla  permutazione  fondamentale  conduccnc 
alle  permutazioni  pari,  e  le  seconde  alle  dispari. 

236,  Quelle  sostituzioni  di  n  elementi  che  equivalgono  ad 
un  numero  pari  di  trasposizioni  costituiscono  un  gruppo,  poiché 
il  prodotto  di  due  di  esse  equivarrà  ancora  evidentemente  ad 
un  numero  pari  di  trasposizioni.  Questo  gruppo  si  dice  il  gj^pp^ 
alternato.  Il  suo  ordine  è  uguale  alla  metà  di  |  n ,  cioè  alla  metà 

deirordine  del  gruppo  formato  dal  complesso  di  tutte  le  sosti- 
tuzioni, che  si  dice  anohe  gruppo  simmetrico. 
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5  7.  —  Deirordine  dei  gruppi  di  sostituzioni. 

237.  Se  le  sostituzioni  di  un  gruppo  //  sono  tutte  comprese 
fra  quelle  di  un  altro  gruppo  6',  si  dice  che  //  è  un  soffo-gntppo 
di  G  ovvero  un  gruì)po  j^rzialc  di  6*,  e  si  ha  il  seguente  teo- 
rema dovuto  a  Lagrange: 

L'ordine  di  un  gruppo  qualunque  è  divfsibile  esattamenfe 
j)€r  Vordine  di  uno  qualunque  dei  suoi  gruppi  parziali. 

Siano  infatti  m  e  rx  rispettivamente  gli  ordini  di  un  gruppo 
0  e  di  un  gruppo  parziale  //  contenuti  in  G.  Se  : 

(i)  1  =  ^0'      ^1'     ^2'"'      ^|i-.i 

seno  le  juL  sostituzioni  di  cui  si  compone  //,  il  gruppo  G  con- 
terrà, oltre  a  queste  sostituzioni,  almeno  un'  altra  sostituzione 
T,  e  quindi  anche  i  prodotti 


(2)  Tj,       ^1  ^p      ^1  ^2'"  '  -^i  ^ji— 1 


che  sono  evidentemente  tutti  distinti  fra  loro,  e  sono  anche  tutti 
distinti  dalle  sostituzioni  (i),  poiché  se  fosse  p.  es. 


se  ne  dedurrebbe 


T,  =  S^S-\ 


e  la  sostituzione  T,  farebbe  parte  del  gruppo  //  contrariamente 
al  supposto.  Se  il  gruppo  G  non  contiene  altre  sostituzioni  oltre 
le  (i)  e  (2),  il  suo  ordine  sarà  2jtx,  che  è  un  multiplo  di  /ji,  ed 
il  teorema  è  dimostrato.  Se  esso  contiene  qualche  altra  sostitu- 
zione T,  diversa  dalle  (i)  e  dalle  (2),  esso  conterrà  anche  i 
prodotti 


(3)  T,,       T^S^,       T^^^'^T^S^ 


H^ì 
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che  al  pari  dei  prodotti  (2)  saranno  tutti  distinti  fra  loro  e  tutti 
distinti  dalie  (i).  Inoltre  essi  saranno  anche  tutti  distinti  dalle 
(2)  poiché  se  fosse: 


ne  seguirebbe  : 


T,S^=T^S, 


T^  =  ^1  Sj  S^      =  r,  S^ 


cioè  la  Tj  farebbe  parte  delle  (2)  contro  il  supposto.  Se  G  non 
contiene  altre  sostituzioni  oltre  le  (i),  (2),  (3)  il  suo  ordine  sarà 
3/jL  che  è  un  multiplo  di  jtz.  In  caso  contrario  si  procederà  nelle 
stesso  modo  finché  siano  esaurite  tutte  le  sostituzioni  di  G.  Se 

è  l'ultimo  sistema  di  prodotti  ottenuto,  il  complesso  di  tutte  le 
sostituzioni  di  S  sarà  dato  dal  quadro  seguente: 


(a) 


1, 

s,. 

s,. 

"  •   '              ^Jl-1 

^1' 

T,S„ 

V». 

•••'  ^,Vi 

^2. 

^2^i  ' 

V2' 

•••'  3'«V1 

-'^V— 1»      'M/  — 1  ^1'       -'v  — 1^2  5  "   '    »        *V  — 1  '^p— 1 


e  l'ordine  di  G  sarà  espresso  da  7)ì  —  [xv  il  che  dimostra  Tassert:. 
238.  Se  in  luogo  di  eseguire  i  prodotti  moltiplicando  a  si- 
nistra, si  fossero  eseguiti  moltiplicando  sempre  a  destra  si  sa- 
rebbe dimostrato  in  modo  affatto  simile  che  [vj  sostituzioni  di 
G  possono  distribuirsi  in  v  sistemi  della  forma: 


••  • 


^v-i  '     ^i^V^l*    ^2^V^V"  '  ^  •^ji-i^v-l' 
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bastando  prendere  successivamente  per  le  U  delle  sostituzioni 
qualunque  di  G  purché  non  comprese  nelle  linee  già  formate. 
E  importante  notare  che  la  distribuzione  delle  sostituzioni  di 
(t  in  V  sistemi  della  forma  (a),  ovvero  in  v  sistemi  della  forma 
(6),  che  chiameremo  per  brevità  periodi  della  forma  (a)  ovvero 
della  forma  (&),  non  può  effettuarsi  che  in  un  modo  determinato 
ed  unico  quando  sia  stato  fissato  il  gruppo  parziale  H  le  cui 
sostituzioni  debbono  comporre  il  primo  periodo.  Infatti,  se  V 
è  una  sostituzione  qualunque  di  G,  il  tipo  più  generale  di  un 
periodo  della  forma  (a)  sarà: 

(a)  F,       F5,,       F^^,..  .,      F5^_j 

Ma,  poiché  F  é  sempre  compreso  nel  quadro  (a),  dev'  essere 
per  certi  valori  degli  indici  i  ed  j  : 

onde  le  sostituzioni  (a)  possono  scriversi  : 

e  quindi  coincidono,  fatta  astrazione  dall'  ordine,  colle   sostitu- 
zioni del  periodo: 

Dunque  : 

La  distribuzione  delle  sosiiluzioni  di  un  gruppo  in  pe* 
riddi  non  può  effettuarsi  che  in  un  modo  unico  quando  sia 
stato  fissato  il  primo  periodo  e  l'ordine  delle  moltiplicazioni. 

239.  Dal  teorema  sopra  dimostrato  si  deducono  i  seguenti 
importanti  corollari  : 

1*^  Siccome  un  gruppo  qualunque  di  sostituzioni  fra  n 
elementi  é  contenuto  nel  gruppo  simmetrico  formato  da  tutte  le 
I  n^  sostituzioni  possibili  fra  tali  elementi,  si  ha  che  : 

L'ordine  di  un  gruppo  qualunque  di  sostituzioni  fra  n 
elementi  è  un  divisore  del  prodotto  1 . 2 . 3 . .  •  n. 
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2**  Se  Fé  una  qualunque    delle  sostituzioni  ccntenute 
in  G,  il  suo  ordine  |x  è  eguale  al  numero  delle  potenze  distinte 

V\  V\  F*,  f'..,   F»^-' 

le  quali  costituiscono  evidentemente  un  gruppo  parziale  conte- 
nuto in  G.  Quindi: 

L'ordine  di  un  gruppo  è  divisibile  esattamente  per  Tor- 
dine  di  una  qualunque  delle  sue  sostituzioni, 

y  Se 


(a)  1,   5j,    S^,'  '  ,   5 


JA-l 


sono  le  sostituzioni  comuni  a  due  gruppi  6?  e  {?, ,  il  prodetto  di 
una  qualunque  di  esse  per  sé  stessa  0  per  una  qualunque  delle 
altre  sarà  pure  comune  ai  due  gruppi,  epperò  farà  parte  delle 
[X  sostituzioni  (a|.  Le  sostituzioni  (a)  costituiscono  dunque  un 
gruppo  contenuto  in  ciascuno  dei  due  gruppi  G  e  Gy  Perciò: 

Le  sostituzioni  coìnuni  a  due  gruppi  formano  esse  stesse 
un  gì^ujìpo,  ed  il  loro  nuìnero  è  quindi  un  divisore  comune 
degli  ordini  dei  due  gruppi  dati, 

240.  Se  le  sostituzioni  di  un  gruppo  G  di  ordine  m  nou 
sono  tutte  di  classe  pari,  quelle  fra  esse  che  sono  di  classe 

2)ari  costituiscono  un  gruppo  pat^ziale  di  ordine  — . 
Siano  infatti 

le  sostituzioni  di  classe  pari  contenute  in  G\  esse  formeranno 
un  gruppo,  poiché  il  prodotto  di  due  sostituzioni,  ciascuna  delle 
quali  equivale  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni,  equivale 
evidentemente  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni.  Se  ora  il 
gruppo  G  ccntiene  una  sostituzione  T  di  classe  dispari,  esse 
ne  conterrà  almeno  ^a  poiché  i  prodotti 


T.     TS^,     T5^,--,     TS^,_^ 
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sene  evidentemente  di  classe  dìspari  e  tutti  contenuti  in  G.  Se 

dunque 

seno  tutte  le  sostituzioni  di  classe  dispari  contenute  in  G  si  avrà 
;ji"^a.  D'altra  parte  poiché  i  prodotti 

seno  tutti  di  classe  pari  e  contenuti  in  G  si  dovrà  anche  avere 

;x  ~  lì.  Dev'essere  dunque  necessariamente  a  =  /jl',  cioè  metà 

delle  sostituzioni  di  G  saranno  di  classe  pari  e  metà  di  classe 

dispari. 

241,  Se  si  prende  per  G  il  gruppo  simmetrico  formato   da 

tutte  le  iV=:1.2--n  sostituzioni  degli  n  elementi,  il  complesso 

di  tutte  le  sostituzioni  di  classe  pari  costituisce  il  gruppo  al- 

N 
iernaio  di  ordine  —  già  considerato  all'art.  236.  Ora  è  impor- 

Al 

tante  di  notare  che  : 

Il  grupi)o  alternalo  è  il  solo  ffnqjpo  di  online  —^  che 

n  i)ossa  formare  con  n  elrmenfl. 
Siano  infatti 

1,      5p       ^^2'"'      ^x 

H 

le  sostituzioni  di  un  gruppo  //  di  ordine  —  fermato  cogli  n  ele- 

N 
menti  dati.  Se  r  è  una  qualunque  delle  altre  —   sostituzioni , 

Al 

le  N  sostituzioni  che  compongono  Y  intero  gruppo   simmetrico 

si  potranno  rappresentare,  per  l'art.  237,  sia  con 

1,      5.,       5^,..,     ^\_ 

2 

(0 

T,  TS.,      TS,,-,    TS  ^ 

1 


y 
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come  con 


1,      S^,       5,,.-,5j, 


(I)' 


T-» 


T,  SJ,    SJ,-,  5^       T, 


T-' 


onde  si  dovrà  avere,  qualunque  sia  Y  indice  i,  per  un  certo  va- 
lore deli'  indice  j  : 

SJ=  TS. 

(3) 

e,  se  ?7  è  una  qualunque  delle  N  sostituzioni  fra  gli  n  elementi 
dati  a ,  6 ,  e ,  rf . . . ,  cosicché  si  potrà  sempre  porre  U=  S^  ov- 
vero U=S.T,  si  avrà  del  pari: 

(3)         tr-*  5,  u=s... 

Ciò  è  evidente  per  U=S^)  per  U=S^T  si  ha: 

come  segue  evidentemente  dalla  (2). 

Ciò  posto,  il  gruppo  H  non  può  contenere  alcuna  trasposi- 
zione. Supposto  infatti  che  esso  contenesse  p.  es.  la  trasposi- 
zione (ab),  ponendo  nella  (3) 

5^  =(a&)    ed    U=(bc), 

se  ne  dedurrebbe 

(bc)(ab)(bc)  =  (ac)  =  S^^y 

cioè  il  gruppo  //  conterrebbe  anche  le  trasposizioni 

(ac)y    (ad),    (ae),.. 

e  quindi  tutte  le  sostituzioni  possibili  con  n  elementi,  onde  il 
suo  ordine  sarebbe  eguale  ad  N  contrariamente  al  supposto. 

Se  ora  indichiamo  con  T  e  T'  due  trasposizioni  qualun- 
que, poiché  esse  non  sono  comprese  in  IT,  il  gruppo  simme- 
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trico  si  potrà  rappresentare  sia  coi  due  periodi  (i),  sia  coi  due 
periodi  : 

onde  si  avrà  necessariamente  per  un  certo  valore  dell'indice  /  : 

T  =  rs^ , 

e  quindi 

Il  gruppo  H  contiene  dunque  tutte  quelle  sostituzioni  che 
sono  il  prodotto  di  due  trasposizioni,  quindi  anche  quelle  che 
sono  il  prodotto  di  quattro  trasposizioni,  di  sei,  ecc.,  cioè  tutte 
le  sostituzioni  di  classi  pari.  Esso  coincide  dunque  col  gruppo 
alternato. 

242.  Se  un  gruppo  di  sostituzioni  fra  n  elementi  a,,  a^,  •• ,  a 
contiene  te  ti —  2  sostituzioni  circolari  : 

esso  coincide  col  gruppo  alternato^  ovvero  coWintero  gruppo 
simìnetrico. 

Poiché,  come  è  facile  verificare,  si  ha: 

{a,a^a^)(a^a^a^)(^a^a^a^)(^a^a^a^)(a^a^a^) 

segue  dair  ipotesi  fatta  che  il  gruppo  conterrà  tutte  le  sostitu- 
zioni circolari  di  terz' ordine.  Esso  conterrà  quindi  anche  tutte 
le  sostituzioni  che  sono  il  prodotto  di  due  trasposizioni,  poiché 
si  ha: 

(ab)  (ed)  =  (abc)  (ade) ,    (ab)  (ac)  =  (abc) ,    (ab)  (ab)  =  1 , 

quindi  anche  tutte  le  sostituzioni  che  sono  il  prodotto  di  quattro, 
di  sei,  ecc.,  sostituzioni,  cioè  tutte  le  sostituzioni  di  classi  pari, 
che  costituiscono  appunto  il  gruppo  alternato.  Ciò  dimostra  evi- 
dentemente il  teorema  enunciato. 
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5  8.  —  Transitività  e  primitività  dei  gruppi. 

243.  Un  gruppo  di  sostituzioni  fra  le  lettere  a^,  a^,  a^,  -,  a^ 
si  dice  transih'vo'se^  fissata  a  piacere  una  delle  lettere,  p.  es.  a^. 

esso  contiene  sostituzioni  che  alla  lettera  a^  fanno  succedere 
rispettivamente  ciascuna  delle  altre  lettere  o^  a^,  a^,  ••,  a^.  È  fa- 
cile vedere  che,  se  ciò  accade  per  la  lettera  fissata  cr, ,  accadrà 
anche  per  una  qualunque  delle  altre  lettere,  cicè,  fissate  a  pia- 
cere due  lettere  a.  ed  a.,  esisterà  sempre  una  sostituzione  del 

gruppo  che  ad  a.  fa  succedere  a,.  Infatti,  poiché  il  gruppo  contiene 
per  ipotesi  una  sostituzione  5.  che  ad  a ^  fa  succedere  a.  ed  una 
sostituzione  5.  che  ad  a.  fa  succedere  a.,  esso  conterrà  altresì 

il  prodotto  57*^  S.  che  ad  a.  fa  succedere  appunto  a..  L'esem- 
pio più  semplice  di  un  gruppo  transitivo  tra  gli  elementi 
«j,  «gj-jA    è  quello  del  gruppo  generato  dalla  sostituzione 

circolare  (a,  a^..a  \ 

244.  Se  un  gruppo  non  è  transitivo  si  dice  iniransiiivo.  In 
tal  caso,  presa  a  piacere  una  delle  n  lettere,  p.  es.  a^jSi  troverà 
che  le  sostituzioni  del  gruppo  non  permettono  di  sostituire  ad 
essa  che  certe  lettere  in  numero  inferiore  ad  n.  Sieno  queste 
p;  es.  le  lettere 

(i)  a^,  ««'->«*• 

Allora  le  sostituzioni  del  gruppo  si  limiteranno  a  permutare 
queste  h  lettere  fra  loro  stesse,  poiché  se  p.  es.  esistesse  ne! 
gruppo  una  sostituzione  S  che  ad  a^  fa  succedere  a^^^»  nicl- 

tiplicando  per  S  quella  sostituzione,  che  certamente  esiste,  che 
ad  «1  fa  succedere  <7j,  si  avrebbe  una  sostituzione,  contenuta 
nel  gruppo,  la  quale  ad  a^  farebbe  succedere  «j^^m»  contro  il 

supposto.  Se  ora  b^  é  un'altra  qualunque  delle  lettere  a^,  a^^  ••,«^ 

che  non  fa  parte  delle  (i)  e  b.^h.^-^b.,  sono  le  lettere  che  si 
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pcsscno  farle  succedere  mediante  sostituzioni  del  gruppo,  è 
chiaro  che  il  sistema 

avrà  le  sue  lettere  tutte  distinte  dalle  (i)  e  che  esse  verranno 
esclusivamente  permutate  fra  loro.  Così  precedendo  si  vede  che, 
se  un  gruppo  è  intransitivo,  le  n  lettere  si  potranno  distribuire 
in  più  sistemi 


tali  che  il  gruppo  non  sostituisce  fra  loro  che  lettere  apparte- 
nenti ad  uno  stesso  sistema  e  tali  che  il  gruppo  si  può  consi- 
derare come  transitivo  rispetto  alle  lettere  di  ogni  singolo  si- 
stema, poiché  esiste  sempre  una  sostituzione  che  ad  una  let- 
tera qualunque  di  un  sistema  ne  fa  succedere  un'altra  qualun- 
que del  sistema  stesso.  L'  esempio  più  semplice  di  un  gruppo 
intransitivo  è  dato  dal  gruppo  formato  di  una  sostituzione  pc- 
licicla  quale  sarebbe  p.  es  : 

In  tal  caso  i  sistemi  sopra  considerati  sono  formati  dalle  lettere 
dei  diversi  cicli. 

245.  Quando  un  gruppo  sia  definito  per  mezzo  di  un  certo 
numero  di  sostituzioni  generatrici,  basterà  un  semplicissimo 
esame  di  queste  sostituzioni  per  decidere  se  il  gruppo  generato 
sia  0  no  transitivo,  0  quali  siano  i  sistemi  in  cui  si  distribuiscono 
gli  elementi.  A  tale  oggetto  si  imaginino  decomposte  le  sosti- 
tuzioni generatrici  nei  loro  cicli,  e  Y  insieme  di  tutti  i  cicli  che 
cesi  si  ottengono  si  distribuisca  in  uno  0  più  sistemi  colla  re- 
gola che  due  cicli  debbano  essere  aggregati  allo  stesso  sistema 
se  essi  hanno  almeno  uno  stesso  elemento   in   comune.  I  si- 
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stemi  cosi  ottenuti  godranno  evidentemente  delle  proprietà  con- 
siderate nell'articolo  precedente  e,  se  di  tali  sistemi  ve  ne  è  une 
solo,  il  gruppo  sarà  transitivo. 

Così,  p.  es.,  si  vede  subito  che  il  gruppo  generato  dalle 
tre  sostituzioni  : 

(abcd)  (erg)  (hi) ,    (abce)(df).    (ffhd) 

è  transitivo.  Se  si  esamina  invece  il  gruppo  generato  dalle 
quattro  sostituzioni: 

(ab)  (cde)  (rg)  (hil) ,    (abc)(ki),    (bcd)(gh),    (ihnn), 

i  nove  cicli  in  cui  esse  si  decompongono  si  riuniscono  nei  tre 
sistemi  : 

(aft),  (cde),  (abc),  (bcd), 

(fg) ,  (gà) , 

(hil),  (hi),  (ilmn), 

onde  il  gruppo  generato  è  intransitivo  e  le  dieci  lettere  si  di- 
vidono nei  tre  sistemi  : 

àbcde ,      fgh ,      Uilmn 

246.  Se  m  è  l'ordine  di  un  gruppo  transitivo  G  di  so- 
stituzioni fra  n  lettere,  il  numero  m  sarà  un  multiplo  di  n. 

ed  il  quoziente  —  è  l'ordine  del  gruppo  parziale  formato  da 

n 

tutte  quelle  sostituzioni  di  G  che  non  ispostano  una  data 

lettera. 

Se  «p  S  »  ••  »  ^  sono  le  n  lettere  su  cui  operano  le  sostitu- 
zioni del  gruppo  transitivo  G  di  ordine  n,  è  chiaro  primiera- 
mente che  tutte  quelle  sostituzioni  di  G  che  non  ispostano  una 
•  data  lettera,  p.  es.  «j,  formeranno  un  gruppo  //,  poiché  se 
due  sostituzioni  non  ispostano  una  data  lettera,  questa  lettera 
non  verrà  neanche  spostata  dal  loro  prodotto.  Sia  ix  V  ordine 
di  ^  e  siano 

1»    5j,     •S'j,-,    ^n^i 
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le  sue  sostituzioni.  Poiché  Q  è  transitivo  esso  conterrà  certa- 
mente delle  sostituzioni   71.,  T«,",T  che  alla  lettera  a,  fanno 

succedere  rispettivamente  le  a^,  «3,  -,  a^ ,  e  se  si  moltiplicano 

le  sostituzioni  di  H  che  lasciano  ferma  a^  per  una  stessa  sosti- 
tuzione T,  che  ad  a.  fa  succedere  a.,  è  chiaro  che  le  a  sosti- 

tuzìoni  : 

COSI  ottenute  sostituiranno  tutte  alia  lettera  a^  la  lettera  a^.  Re- 
ciprocamente, se  r  è  una  sostituzione  di  G  che  ad  a^  sostituisce 
a.  essa  farà  parte  delle  ^u  ora  scritte.  Infatti,  poiché  il  prodotto 

rr""  lascia  ferma  la  lettera  «j,  esso  farà  parte  delle  sostitu- 
zioni di  J7,  cioè  si  avrà  per  un  certo  valore  dell*  indice  h  : 


onde  appunto 


Fr"'r=:5^» 


V=S^T. 


11  numero   [j,  rappresenta  dunque  anche  il  numero  di  sostitu- 
zioni di  G  che  ad  a^  fanno  succedere  una  data  lettera  a^.  Se 

dunque  formiamo  il  quadro  : 

^8»    *^i^3'    *^«^s'  '•»    "^ii-i^a 


esso  conterrà  tutte  le  sostituzioni  di  (?,  ciascuna  una  sola  volta, 
classificate  a  seconda  delle  lettere  che  esse  sostituiscono  ad  a^ 
L'ordine  del  gruppo  G  è  dunque  dato  dal  prodotto  [xn.  Si  ha 

dunque  m  -=  /Jtv  e  [i  =  — ,  come  si  voleva  dimostrare. 
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Dal  teorema  dimostrato  segue  evidentemente  che  : 

Il  nti7nero  delle  sostituzioni  contenute  in  un  gruppo 
transitivo  G  che  non  ispostano  una  data  lettera  è  uguale  a 
quello  delle  sostituzioni  contenute  in  G  che  non  ispostano 
un'altra  lettera  qualunque. 

247,  Il  teorema  dell'articolo  precedente  si  può  generalizzare 
come  segue  : 

Siano  a,  b,  e,  ••  certe  lettere  scelte  a  piacere  fra  quelle 
su  cui  operano  le  sostituzioni  di  un  gruppo  qualunque  G. 
Sia  [X  Verdine  del  gruppo  parziale  H  formato  da  quelle  so* 
stituzioni  di  G  che  lasciano  ferme  queste  lettere  e  v  il  numero 
dei  sistemi  differenti  di  lettere  che  si  possono  far  succedere 
alle  lettere  a,  b»  c^-per  mezzo  di  sostituzioni  di  G.  L'ordine 
di  G  sarà  eguale  al  prodotto  [xv. 

La  dimostrazione  è  affatto  analoga  alla  precedente.  Siane 
infatti 

le  [JL  sostituzioni  di  //,  e  sia  T  una  sostituzione  di  G  che  sosti- 
tuisce alle  a,  b,  e*,  ••  uno  dei  v  sistemi  possibili  di  lettere.  Le  'i 
sostituzioni 

effettueranno  evidentemente  la  stessa  sostituzione  effettuala 
da  r,  poiché  le  S  lasciano  ferme  le  a,  ft,  e,-;  né  vi  saranno 
altre  sostituzioni  T'  che  effettuino  questa  stessa  sostituzione, 

poiché,  se  ciò  fosse,  la  sostituzione  tT"^  lascierebbe  ferme 
le  a,l?yC,",c  si  dovrebbe  quindi  avere  T'T'^^  =  S.  onde  ap- 
punto T'  —  S. T.  Classificando  le  sostituzioni  'dì   G  a  seccnda 

del  sistema  di  lettere  che  si  fa  succedere  alle  a,  &,  e,-,  si 
avranno  dunque  in  tutto  v  classi  ciascuna  composta  di  [i  so- 
stituzioni, onde  l'ordine  di  G  sarà  eguale  a  [xv. 

248.  Il  concetto  di  transitività  si  può  generalizzare  come 
segue:  un  gruppo  G  si  dice  k  volte  transitivo  se,  fissate  * 
delle  n  lettere  su  cui  si  opera,  esistono  in  G  sostituzioni  che  a 
queste  h  lettere  fanno  succedere  altre  h  lettere  qualisivoglianc. 
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Poiché  il  numero  dei  sistemi  distinti  di  lettere  che  si  pos- 
sono sostituire  alle  h  lettere  date  è  uguale  evidentemente  ad 
w(«  — !)••  •  (n  —  k-\-  1),  segue  dal  teorema  deirarticolo  pre- 
cedente che  : 

L'ordine  di  un  gruppo  k  volte  trayiHitivo  fra  n  lettere 
è  (Uvisibile  per  n  (n  —  1  )  ••  (n  —  k  -h  1),  erf  /7  quoziente  rappre- 
senta V ordine  del  gruppo  parziale  formato  da  quelle  sosti- 
fuzioni  che  non  ispostano  k  lettere  fissate  ad  arbitrio. 

249.  Un  gruppo  transitivo  G  si  dice  2^^'tinitivo  se  non  è 
possibile  di  distribuire  le  n  lettere  su  cui  si  opera  in  sistemi 
J,  Z?,  r,  .,.,tali  che  ogni  sostituzione  di  G  faccia  succedere  a 
tutte  le  lettere  di  uno  stesso  sistema  tutte  le  lettere  di  uno 
stesso  sistema  diverso  ed  eguale  al  precedente.  Se  una  tale 
distribuzione  è  possibile,  il  gruppo  G  si  dirà  imprimitivo^  ed 
in  tal  caso  è  chiaro  che  ad  ogni  sostituzione  di  G  fra  le  n  let- 
tere corrisponderà  una  certa  sostituzione  fra  i  sistemi  A,  B^  C^.,. 
considerati  come  tutti  di  un  pezzo,  ovverosia  come  elementi 
semplici. 

Dalla  definizione  data  segue  evidentemente  che  : 

/  gruppi  due  0  più  volte   transitivi  sono  sempre  pri- 

nXitiVì. 

Inoltre  è  chiaro  che,  se  un  gruppo  è  imprimitivo,  i  sistemi 
-i,  5,  C . . .  dovranno  tutti  contenere  un  egual  numero  di  let- 
tere, cosicché  il  numero  totale  delle  lettele  non  potrà  essere  un 
numero  primo.  Pertanto: 

/  gruppi  transitivi  il  cui  grado  è  un  numero  primo 
^ono  tutti  primitivi. 

250.  Se  un  gruppo  è  imprimitivOy  e  la  distribuzione  de- 
gli  elementi  in  sistemi  si  può  fare  in  due  mx)di  diversi,  essa 
potrà  farsi  anche  in  un  terzo  modo  formando  dei  sistemi 
più  piccoli  contenenti  ciascuno  tutti  quegli  elementi  che  fanno 
parte  simultaneamente  di  un  certo  sistema  della  prima  di- 
^bibuzione  e  di  un  certo  sistema  della  seconda. 

Siano  invero  A^ ^  A^  -  -  A^ì  sistemi  della  prima  distri- 
buzione, 5,,  -ff^,-,  B,  quelli  della  seconda.  Un  sistema  qua- 
lunque  C. .  della  terza  distribuzione  sarà  formato  da  tutti  gli 
elementi  comuni  ad  un  sistema  A^  e  ad  un  sistema  B. ,  posto 
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che  questi  due  sistemi  abbiano  in  comune  almeno  una  sosti- 
tuzione. U  numero  totale  di  questi  sistemi  non  può  dunque 
superare  hk  ed  il  loro  complesso  si  potrà  rappresentare  ed 
quadro  : 


dal  quale  tuttavia  dovranno  intendersi  cancellati  quei  sistemi  C^. 

che  contengono  zero  elementi.  Gli  altri  sistemi  conterranno 
tutti  un  egual  numero  di  elementi  e  saranno  permutati  fra  Icrc 
dalle  sostituzioni  del  gruppo  dato  G  come  se  fossero  di  un 
sol  pezzo.  Siano  infatti  C^ .  e  C^ .,  due  siffatti  sistemi,  a  una 

lettera  del  primo  e  b  una  del  secondo.  Poiché  G  è  transitivo,  con- 
terrà una  sostituzione  S  che  ad  a  fa  succedere  &,  e,  pòlche 
queste  due  lettere  appartengono  rispettivamente  ai  due  sistemi 
C.  e  C^  della  prima  distribuzione,  si  vede  che  S  dovrà  sosti- 
tuire alle  lettere  di  C.  quelle  di  C^.  Similmente  si  vede  che  S 
dovrà  sostituire  alle  lettere  di  C.  quelle  di  C...  Pertanto  alle  let- 
tere comuni  ai  due  sistemi  Ce  C,  cioè  alle  lettere  del  sistema 

•        r 

C. .  verranno  sostituite  da  S  quelle  comuni  a  C,  e  C,  cioè  ap- 
punto quelle  del  sistema    C, . .  I  due  sistemi  C. . ,  C^  „  hann: 

dunque  un  eguale  numero  di  lettere  e  tutte  quelle  sostituzioni 
di  G  che  ad  una  lettera  dell'una  fanno  succedere  una  lettera 
deir  altra  fanno  altresì  succedere  a  tutte  le  lettere  del  primo 
quelle  del  secondo  secondo  un  certo  ordine. 
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§  9.  ~  Permutabilità  delle  sostituzioni  e  dei  gruppi* 

251.  Due  sostituzioni,  o,  più  generalmente,  due  gruppi  di 
sostituzioni,  si  dicono  simili  fra  loro  quando  non  differiscano 
che  per  la  semplice  denominazione  degli  elementi  su  cui  si 
opera.  Così  ad  esempio  sono  simili  fra  loro  le  sostituzioni 

(i)  {ab)  {ode)  {fghi)    ed    (ac)  {bed)  (fgkl) , 

e  sono  simili  fra  loro  i  due  gruppi  : 

(2)  [(abc),  (ab) (de)],      [(ceb),  (ce) (da)]. 

È  chiaro  che  se  due  sostituzioni  sono  simili,  si  potrà  sempre 
passare  dall'  una  ali*  altra,  o,  più  esattamente,  dal  simbolo  che 
rappresenta  la  prima  a  quello  che  rappresenta  la  seconda,  ese- 
guendo nel  simbolo  che  rappresenta  la  prima  una  certa  sosti- 
tuzione fra  gli  elementi.  Così  per  passare  dalla  prima  delle  due 
sostituzioni  (])  alla  seconda  basta  eseguire  sul  simbolo  della 
prima,  ossia,  fra  le  lettere  ordinate  in  cicli,  lo  scambio  rappre- 
sentato dalla  sostituzione  (a)(f)(ff)(bc)(de)(hk)(il). 

Analogamente  per  passare  da  un  gruppo  ad  un  altro  simile 
ad  esso  basterà  imaginare  scritte  le  sostituzioni  del  primo,  od 
un  simbolo  qualunque  atto  ad  individuarlo,  ed  eseguita  quindi 
fra  le  lettere  una  certa  sostituzione.  Così  si  passa  dal  primo 
dei  due  gruppi  (2)  al  secondo  mediante  la  sostituzione  (acbe). 

Tale  operazione  eseguita  sopra  un  dato  gruppo  0  sopra 
una  semplice  sostituzione  si  chiama  trasformazione.  La  sosti- 
tuzione che  effettua  tale  operazione  si  dice  trasformante  ed  il 
nuovo  gruppo  0  la  nuova  sostituzione  così  ottenuti  si  dicono  ri- 
spettivamente trasformati  del  gruppo  dato  0  della  sostituzione 
data.  Così  p.  es.  il  secondo  dei  gruppi  (2)  si  dice  trasformato 
dal  primo  mediante  la  sostituzione  (acbe). 

252.  Se  S  ed  S'  sono  due  sostituzioni  simili,  e  T  è  una 
irasform/xnte  per  cui  da  S  si  passa  ad  S\  si  avrà  : 

S'=  T""^5r. 
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Infatti,  per  verificare  questa  eguaglianza  o,  che  è  lo  stesse. 
Teguaglianza 

TS'=:ST, 

basta   verificare  che  le  due  sostituzioni  TS'  ed  ST  fanno  sue- 

« 

cedere  ad  ogni  lettera  data  a  una  stessa  lettera.  Se  ora  sia: 

Va.../'  \a6.../' 

applicando  al  simbolo  di  5  la  trasfermante  T  si  otterrà  : 


S' 


\a'...) 


e  quindi  si  trova: 

\  a . . ,  /  \a.../ 

cioè  alla  lettera  a  viene  sostituita  la  stessa  lettera  b'  tanto  dalla 
sostituzione  TS'  che  dalla  sostituzione  ST. 

253.  Di  qui  si  deduce  il  seguente  importante  coroUaric: 

Affinchè  dice  sostituzioni  S  e  T  siano  penniitabili  fra 
loro  è  7icccssario  e  sufficiente  che  la  sostituzione  S  sia  tra- 
sformata in  sé  stessa  dalla  sostituzione  T. 

Infatti  la  permutabilità  di  5  e  jT  essendo  espressa  dall'e- 
guaglianza 

TS=ST 

equivale  anche  all'eguaglianza 

che  esprime  appunto  che  S  è  trasformata  in  sé  stessa  da  T. 

254.  Si  vede  dunque  che  per  costruire  tutte  le  sostituzioni  T 
permutabili  con  una  data  sostituzione  5,  basterà  costruire  tutte 
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quelle  scstituzionl  che  eseguite  entro  i  cicli  di  S  non   alterano 
il  significato  di  S.  Così  p.  es.  se  si  prende: 

5  =  (abc)  {defo)  {hilm) , 
la  sostituzione 

T=  (acb)  (dh)  (et)  {fi)  {gm) 

sarà  permutabile   ad  S  poiché  essa  trasforma  i  cicli  di  S  nei 
cicli  : 

{cab)  {hilm)  {defg) 

che  rappresentano  ancora  la  stessa  sostituzione  S, 

255.  Tutte  le  sostituzioni  permutabili  ad  una  stessa  so- 
stituziofie  foirmano  un  gruppo. 

Infatti  se  T  e  T'  sono  due  sostituzioni  permutabili  ad  una 
scstituzione  5,  si  avrà  : 

cnde 

5"^  TS  S~^  TS=  TT\ 

cssia 

cioè  anche  il  loro  prodotto  TV  sarà  permutabile  alla  stessa  5. 
'^56.  Se  iSj ,  S, ,  53,...  sono  le  sostituzioni  di  un  gruppo  G, 
le  sostituzioni  del  gruppo  G'  trasformato  di  G  mediante  una  certa 
sostituzione  T  si  otterranno,  per  definizione,  trasformando  per 
mezzo  di  T  le  singole  sostituzioni  di  G.  Il  gruppo  G*  sarà  dun- 
que composto  dalle  sostituzioni: 

Per  tal  ragione  il  gruppo  trasformato  di  un  dato  gruppo  G 
mediante  una  sostituzione  T  si  suol  esprimere  brevemente  coi 

simbolo  T"^  GT. 

Se  il  gruppo  G  è  definito  per  mezzo  di  un  certo  numero 
di  sostituzioni  generatrici  5^ ,  5^ , . . . ,  5^ ,  si  avrà  evidentemente: 
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257.  Se  si  abbia 


r"^  GT=G, 


cioè  se  il  gruppo  G  è  trasformato  in  sé  stesso  dalla  sostituzione 
T,  si  dice  che  esso  è  permutabile  alla  sostituzione  T.  Perchè 
ciò  accada  è  necessario  che  le  sostituzioni: 

che  compongono  il  gruppo  (7,  coincidano,  fatta  astrazione  dal- 
l'ordine di  scrittura,  colle  sostituzioni 

Si  dovrà  quindi  avere,  qualunque  sia  V  indice  i",  per  un  cert: 
valore  dell'indice  j\ 

S.=  T'^^  S.T, 

0,  che  è  lo  stesso, 

Reciprocamente,  se  si  può  soddisfare  a  questa  eguaglianza  per 
ogni  valore  di  /,  il  gruppo  G  sarà  permutabile  alla  sostituzione  T. 

858.  Se  due  grujìpi  G  e  F  sono  tali  che  ognuno  di  essi  i 
permutabile  ad  ognuna  delle  sostituzioni  dell'altro^  e  se  inoltre 
i  due  gritppi  non  hanno  in  comune  alcuna  sostituzione  al- 
l' infuori  dell'unità,  dovrà  necessariamente  ogni  singola  so- 
stituzione dell'uno  essere  permutàbile  con  ogni  singola  sosti- 
tuzione dell'altro.. 

Siano  infatti  g.  e  y,  due  sostituzioni  qualunque  apparte- 
nenti rispettivamente  ai  due  gruppi  G  e  T-  Poiché  il  gruppo  G 
è  trasformato  in  sé  stesso  da  tutte  le  sostituzioni  di  F»  esisterà 
in  G  una  certa  sostituzione  g^  tale  da  avere: 
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onde 

Analcgamente,  poiché,  per  ipotesi,  il  grunpo  F  è  trasformato  in 
sé  stesso  da  tutte  le  sostituzioni  di  G,  esisterà  in  F  una  sostitu- 
zione y., ,  per  la  quale  si  abbia: 

onde 

(2)  7j.^<r  =  ^,7j.,. 

Dalle  (i)  e  (2)  si  deduce  era: 
cicè  : 

(3)     ^r^^<=7,'V7*- 

11  primo  membro  di  questa  eguaglianza  è  evidentemente 
una  sostituzione  di  (7,  ed  il  secondo  è  una  sostituzione  di  F. 
Ma  i  due  gruppi  G  e  F  non  hanno  in  comune  per  supposto 
che  la  sola  sostituzione  1  ;  quindi  deve  essere  : 

(4)         o^^g^^\,       7j.77*==^'    * 

cicè: 

Off  ^^  9i  9       7ji  ^^  7j  » 

e  mediante  la  prima  di  queste  eguaglianze  la  (i)  ci  dà: 

il  che  dimostra  appunto  che  le  due  sostituzioni  ^.  e  y.  sono  fra 
oro  permutabili. 

«.  flutltrl  •  A.  Capelli  -  AnoMH  algthriea.  17 
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0  — • 


xiTT'^iTC    n    ICT 


ft^f^ 


Se  (i*'e  ^rirj./*  O  eV  if-'o  t:'-  i  V  ojH^mo  dì  ffsi è  pc»- 

>^Af>hiZi(/m di  G  ^'J. Vi  /rr*/'##i»«*.2f  "V  #? f  '>7W!*  >m^'>ia sosUiuzme 
di  Y  o,  meno  di  vua  ><^WHzione  t»iii»'>ie'  ai  dn^  gì'^ippiQe  F. 

260.  Due  gruppi  O  e  F  s:  cizzv^  p^'hìttfoòfìi  /"fa  tot>  se. 
prtise  ad  arbitr.c  una  scsttuzicne  .'7.  di  G  ed  una  scstiluzi:n>.^ 
y .  di  Vf  esistane  sempre  nei  due  gruppi  (?  e  F  ri:^)ettivamentj 
due  scstituzicni  ^^  e  y^,  tali  da  avere: 

Ciò  premesse  si  ha  il  seguente  teorema: 

éSe  due  gruppi  Q  e  T  sono  pet-muiabili  fra  iofv  e  non 
hanno  in  comune  alcuna  sostituzione  air  infuoìH  dell'unitò^ 
l'ordine  del  gruppo  [G,  FI  generato  dalla  loro  combinaziofìc 
è  eguale  al  prodotto  dei  loro  rispettivi  ordini. 

Siane  infatti: 

Vi  =  *'    72'     78'"  •  '    7v 
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rispettivamente  le  sostituzioni  dei  due  gruppi  G  e  F-  Le  sosti- 
tuzioni contenute  nel  quadro: 


0) 


1, 

fl'g»  ••  • . 

^V 

7*' 

liffi^  ••  ■  . 

l%(^v 

7,' 

7s^»'  ••  •  ' 

73  ^Jt 

7v^ 


7v^2'    ••• 


7v^,i 


saranno  fra  loro  tutte  distinte,  poiché  se  si  avesse 


se  ne  dedurrebbe 


Ii9i=y0r 


—  1 


—  1 


y^  Vi  =  ^i.^<  . 


cssia,  poiché  i  due  gruppi  C?  e  F  non  hanno  in  comune  alcuna 
sostituzione  fuori  dell'unità. 


cice 


7^, '7,  =  !,     g,9i^=i. 


y = 7}  '     ffi'  =  ffi 


Inoltre  le  p*  sostituzioni  (i)    costituiscono  un  gruppo, 
poiché  il  prodotto  di  due  qualunque  di  esse  è  della  forma  : 


(2) 


yjffir/j.0f 


Ma  in  virtù  della  permutabilità  dei  due  gruppi  G  e  T  si  può 
sempre  porre 

ffi  Ir  =  7»  ffk  ' 
cnde  il  predotto  (2)  prende  la  forma 


ossia 


7^(7a^»)<'*" 
(7j7AH^t^<'}' 
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che  rappresenta  evidentemente  una  delle  sostituzioni  (i).  Le 
sostituzioni  (i)  costituiscono  dunque  un  gruppo  di  ordine  p 
che  sarà  evidentemente  il  gruppo  [(7,  Fj. 

261,  Reciprocamente,  se  due  gruppi  G  eT,  i^speiiivamenic 
degli  ordini  fi  e  v,  non  hanno  in  comune  alcuna  sostituzione 
ali*  infuori  dell'imita,  e  se  il  grupjjo  [G,  FJ  da  essi  generato 
ha  per  ordine  il  prodotto  |uiv,  i  due  gruppi  G  e  T  dovranm 
necessariamente  essere  permutabili  fra  loro. 

Invero  si  dimostra  dapprima,  come  nelFarticolo  precedente, 
che  le  jtjLV  sostituzioni  : 


(I) 


1, 

^1' 

0i,-'-     ,                  ffy. 

72' 

72  ^1  ' 

• 

72  ^2'"  •   '      72  ^H 

7v. 

7^  f7, , 

7vf7,,--  ,    y^ff„ 

sono  tutte  distinte  fra  loro.  Siccome  ora  queste  scstituzicni 
fanno  parte  del  gruppo  [0,  T]  che  per  supposto  è  dell' ordine 
[IV ,  è  chiaro  che  il  gruppo  [(7,  F]  si  comporrà  precisamente 
di  tutte  e  sole  le  sostituzioni  (i).  In  modo  affatto  analogo  si  di- 
mostrerebbe che  il  gruppo  [G,  F]  si  compone  di  tutte  e  sole  le 
sostituzioni  : 


(I)' 


7a'     ffa'/z'      ^3  72'"  •  '  V/« 

•  •  •  •  •  • 


Ad  ogni  sostituzione  g.y,  del  quadro  (i)'  corrisponderà 
dunque  una  sostituzione  eguale  y.,  g.,  nel  quadro  (i).  Si  avrà 
quindi  qualunque  siano  i  ed  j,  per  certi  valori  di  f  ed  /  : 

^.•7i=7y^.- 

il  che  esprime  appunto  che  i  due  gruppi  G  e  F  sono  fra  Icrc 
permutabili. 
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5  10.  —  Fattori  di  composizione  dei  gruppi 

di  sostituzioni. 

261.  Sia  //  un  gruppo  parziale  contenuto   in  un  gruppo  G 
e  permutabile  alle  sue  scstituzicni,  cosicché  (art.  liol) 

(0        cr^nG  =  iL 

Se  V  è  il  rapporto  fra  gli  ordini  di  C?  e  di  //,  le  sostituzioni  di 
<T  si  potranno  sempre  (art.  237-238)  distribuire  in  v  2^(^^*^'odi 
della  forma  f/.II,  indicando  in  questo  modo  il  complesso  delle 
sostituzioni  di  //  moltiplicate  tutte  a  sinistra  per  una  stessa 
sostituzione  g  appartenente  al  gruppo  0,  Ovvero  esse  potranno 
distribuirsi  in  v  periodi  della  forma  H.f]  designando  così  il  com- 
plesso analogo  ottenuto  colla  moltiplicazione  a  desfì-a.  Nell'ipo- 
tesi fatta  però  queste  due  distribuzioni  coincidono.  Infatti  se  siano 

le  sostituzioni  di  //,  e  g  sia  una  qualunque  delle  sostituzioni  di 
O,  segue  dalla  (i)  che  le  sostituzioni 

coincidono  a  meno  dell'  ordine  con  le  sostituzioni  di  //,  onde 
sarà  in  generale 


e  quindi 


g    ^h.gr=/f,,^ 


h,g  _-  gh^^^ 


cioè  le  sostituzioni  del  periodo  Il.g  coincidono  a  meno  dell' or- 
dine con  quelle  del  periodo  g.H.  Dunque  la  distribuzione  di  un 
gruppo  G  in  periodi  non  può  e/Tei tuarsi  che  in  un  modo  deter- 
minato ed  unico  quando  venga  fissa  fo  come  primo  periodo  un 
gnippo  parziale  di  Q  permutabile  a  tutte  le  sostituzioni  di  G. 
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233.  Se  si  consideri  un  certo  numero  di  gruppi  parziali  tutti 
compresi  in  uno  stesso  gruppo  (7,  p.  es.  [quella  categoria  di 
gruppi  parziali  di  G  che  soddisfano  ad  una  certa  proprietà,  si 
chiamano  massimi  quelli  fra  essi  gruppi  che  non  sono  conte- 
nuti in  alcun  altro  gru  .)0  della  categoria  che  si  considera. 

Cosi,  se  //  è  un  gruppo  contenuto  in  G  e  permutabile  a 
tutte  le  sostituziojii  di  r  e  non  esista  alcun  altro  gruppo  par- 
ziale di  G  che  soddisfi  a)  la  stessa  proprietà  e  al  tempo  stesse 
contenga  in  sé  stesso  come  gruppo  parziale  il  gruppo  //,  si 
dirà  che  il  gruppo  //  è  un  gruppo  massimo  fra  quelli  conte- 
nuti in  Ér  e  permutabili  a  tutte  le  sue  sostituzioni. 

Per  maggiore  brevità  di  linguaggio  quei  gruppi  parziali 
di  un  gruppo  G  che  sono  permutabili  a  tutte  le  sostituzioni  di 
G  si  diranno  d'ora  innanzi  sottogruppi  singolari  od  eccezionali 
di  G.  Così  per  esprimere  che  il  gruppo  //  gode  delle  proprietà 
sovra  indicate  basterà  dire  che  //  è  un  sottogruppo  singolare 
massimo  di  G, 

263.  Se  H  e  K  sono  due  sottogruppi  singolari  massimi  di 
imo  stesso  grappo  G,  il  gruppo  I  formato  dalle  sostituzioni 
comuni  ad  a  e  K  sarà  al  tempo  stesso  un  sottogruppo  sin- 
golare di  H  ed  un  sottogruppo  singolare  di  K.  Inoltre  se 
i,  i/Ji,  iv,  g  sono  rispettivamente  gli  ordini  dei  gruppi  I,  H,IC,  G, 
si  avrà  la  relazione  : 

g  z=  fxvi. 

Poiché  il  gruppo  L  dell*  ordine  i  è  contenuto  nel  gruppo 
A'  deirordine  vj ,  le  sostituzioni  di  A'  potranno  distribuirsi  in  v 
periodi  della  forma: 


(i)  i,    i^j,    -^^j'"  '  »  ^* 


V— i 


dove  ?f.^  /?  , -sono  certe  sostituzioni  di  A'.  Se  ora  si  formane 
i  periodi 

(2)  //,    //*!,    m^.'-  ,  ///^v-i» 

il  loro  insieme  dà  i^uv  sostituzioni  tutte   distinte  fra  Icrc,  pei- 
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che  se  fosse  p.  es.  H'h.  =  //"A.,  dove  //'  ed  //"  indicano  due  so- 
stituzioni  di  //,  se  ne  dedurrebbe  : 

e,  poiché  i  due  membri  di  questa  eguaglianza  rappresentano 
rispettivamente  una  sostituzione  del  gruppo  .{^  ed  una  del 
gruppo  //  e  questi  due  gruppi  non  hanno  in  comune  che  le 
sostituzioni  di  Z,.  si  dovrebbe  avere  anche  : 

dove  U  è  una  certa  sostituzione  di  X,  ossia 

fi.  ^^^  Li  n  ,• 

»  y 

il  che  è  in  contraddizione  col  supposto  che  i  periodi  (i)  con- 
tengano sostituzioni  tutte  distinte.  Inoltre  le  uv/  sostituzioni  (2) 
formano  un  gruppo.  Infatti,  il  prodotto  di  due  qualunque  fra  esse 
è  della  forma . 

Il'k.  irk, 

ossia  della  forma 

(a)  HIT'k^  h. , 

poiché,  essendo  il  gruppo  II  permutabile  a  tutte  le  sostituzioni 
di  (7,  lo  sarà  in  particolare  a  /?.,  e  quindi  si  potrà  sempre  porre: 

k^H'=zirh^. 

Ora  il  prodotto  h  k.  essendo  una  sostituzione  di  K,  sarà  com- 
preso  nei  periodi  (  1  ),  cioè  si  potrà  porre  : 

k.k.  =  L'k  , 

onde  la  («)  può  anche  scriversi  sotto  la  forma  : 

//'  H'"  V  k  , 
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che  è  evideutemente  compresa  nel  tipo 

Hh  , 

poiché  H'ir^V  è  una  sostituzione  di  //.  Ma  questa  forma  ci  dà 
appunto  uno  dei  periodi  (2);  quindi  il  prodotto  di  due  sostitu- 
zioni (2)  è  ancora  una  sostituzione  (2);  cioè  le  tvji  sostitu- 
zioni (2)  formano  un  gruppo.  Questo  gruppo  coincide  eviden- 
temente col  gruppo  [//,  K]  generato  dalla  combinazione  dei  due 
gruppi  //  e  /r,  onde  si  conclude  che  l'ordine  del  gruppo  [IL  A\ 
è  dato  del  prodotto  /jlv?.  D'altra  parte,  se  ^  ò  una  qualsiasi  sc- 
stituzione  di  G  si  ha,  considerando  che // e  A' sono  gruppi  per- 
mutabili a  g  : 

9"  '  [Fijq  ff^ig"'  lig ,    g'  ^Kg\  -=  {H,  K\ 

onde  si  vede  che  il  gruppo  [//,  A']  è  permutabile  a  tutte  le  so- 
stituzioni di  G.  Esso  dovrà  dunque  coincidere  con  lo  stesse 
gruppo  (7,  poiché  altrimenti  i  gruppi  singolari  //  e  A,  che  seno 
contenuti  in  {H^  A],  non  sarebbero  sottogruppi  singolari  massimi 
di  G  contro  il  supposto.  Eguagliando  l'ordine  sopra  trovate  per 
il  gruppo  [//,  A]  con  l'ordine  /;  di  G  si  ottiene  così  la  relazione 

[x'À  =  g. 

Per  dimostrare  l'altra  parte  del  teorema  cominciamo  dal- 
Fcsservare  che  il  gruppo  L  é  permutabile  a  tutte  le  sostituzioni 
di  G.  Infatti,  poiché  ogni  sostituzione  di  G  trasforma  in  sé  stessi 
i  due  gruppi  //e  A,  essa  dovrà  evidentemente  trasformare  in 
sé  stesso  il  gruppo  comune  ad  //  e  A  cioè  appunto  il  gruppo  I. 
In  particolare,  il  gruppo  L  sarà  trasformato  in  sé  stesso  dalle 
sostituzioni  di  ^  e  A,  cioè  esso  sarà  un  sottogruppo  singolare 
sì  di  //  che  di  A.  Ciò  posto,  suppongasi  p.  es.,  se  é  possibile, 
che  esso  non  sia  un  sottogruppo  singolare  massimo  di  A,  co- 
sicché esisterà  in  K  un  sottogruppo  singolare  V  che  contiene  il 
gruppo  L  come  gruppo  parziale.  Sia  fJ  l'ordine  di  L\,  e  siane 

(i)'  X,     L\,     Lk^,  "  '  ,  ^V-i 

quelli  dei  periodi  (i)  chec  ompongono  il  gruppo  L\  Assoluta- 
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mente  cerne  sopra,  cioè  considerando  il  gruppo  IJ  in  luogo  del- 
l' intero  gruppo  A',  si  dimostrerebbe  che  i  periodi  : 

(2)'       //,  7/;?j,    /7Ag,.. .  ,  jy^-i 

costituiscono  un  gruppo  dell'  ordine  ^^jiv',  che  è  precisamente 
il  gruppo  [//,  L\  Questo  gruppo  è  evidentemente  trasfor- 
mate in  sé  stesso  dalle  sostituzioni  di  II  che  sono  tutte  con- 
tenute in  esso  ;  inoltre  esso  è  trasformato  in  sé  stesso  dalle 
sostituzioni  di  K  poiché,  per  supposto,  le  sostituzioni  di  A'  tra- 
sformano in  sé  stesso  sia  il  gruppo  II  che  il  gruppo  L\  quindi 
anche  il  gruppo  [//,  U\  da  essi  generato.  Di  qui  segue  che  il 
gruppo  [//,  ZI  sarà  anche  trasformato  in  sé  stesso  da  qual- 
siasi combinazione  delle  sostituzioni  di  //  e  delle  sostituzioni  di 
K  cioè  di  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  [//,  A']  che,  come  si  é 
visto,  altro  non  è  che  il  gruppo  G,  Il  gruppo  [//,  V\  sarà  dun- 
que un  sottogruppo  singolare  di  6',  poiché  il  suo  ordine  i\L\i 
è  inferiore  all'orduie  ?/jiy  di  G.  Ora  ciò  é  in  contraddizione  col 
bupposto,  poiché  questo  gruppo  contiene  entro  di  sé  il  gruppo 
//.  il  quale  cesserebbe  per  tal  modo  di  essere  un  sottogruppo 
singolare  massimo  di  G.  Resta  cosi  dimostrato  che  L  è  un  sot- 
togruppo singolare  massimo  di  K  e  similmente  si  dimostrerà 
che  esso  é  un  sottogruppo  singolare  massimo  di  //. 

264.  Sia  G  un  gruppo  dato  di  ordine  n  e  si  imagini  costruita 
in  un  modo  qualunque  una  successione  di  gruppi  : 

(I)  G,    II,    AT,,    H,,    II,.,,,  1 

rispettivamente  degli  ordini 

n ,    h ,    7^1 ,    //g ,    /?3 , . . . ,  1 

tali  che  ognuno  di  essi  sia  un  sottogruppo  singolare  massimo 
di  quello  che  lo  precede  immediatamente.  A  tal  uopo  basterà 
prendere  per  //  uno  qualunque  dei  sottogruppi  singolari  mas- 
simi di  (9,  quindi  per  11^  uno  qualunque  dei  sottogruppi  singo- 
lari massimi  di  77,  e  così  via.  Se  ponesi 

n       .  ^        \  ^11 
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i  numeri  \,  \,  \,  -  •  saranno  sempre  gli  stessi,  fatta  astra- 
zione dall'ordine  di  successione^  qualunque  sia  il  modo  con 
cui  venga  costruita  la  serie  di  gruppi  (i).  Tali  numeri  si  di- 
cono /  fattori  di  composizione  del  gruppo  G. 

Noi  supporremo  questo  teorema  già  dimostrato  per  gruppi 
di  ordine  non  superiore  ad  n  —  1,  e  faremo  vedere  che  allora  esse 
è  valido  anche  per  gruppi  di  ordine  n.  Così  esso  resterà  sta- 
bilito per  qualsiasi  gruppo,  poiché  esso  è  evidentemente  esatte 
per  il  gruppo  di  ordine  1  che  consta  della  scia  sostituzione  1. 

Sia  invero 

(3)  O,    A',    K,,    R\"'  ,  1 

un'altra  serie  di  gruppi  rispettivamente  degli  ordini  : 

che  soddisfi  alla  stessa  proprietà  della  serie  (1).  Essa  darà  ìucgc 
ai  fattori  di  composizione: 

,  V  n  k  k. 

che  noi  dobbiamo  dimostrare  coincidere,  a  meno  dell'ordine,  cci 
numeri  X,  X, ,  X,,-  •  ottenuti  dalla  serie  (i). 

Se  Z*  è  il  gruppo  formato  dalle  sostituzioni  comuni  ad  //e/i', 
esso  sarà,  per  T  articolo  precedente,  un  sottogruppo  singolare 
massimo  sì  di // che  di  K-,  quindi  si  potranno  sempre  costruire 
due  serie  di  gruppi  : 

(1)'  G,    //,    i,    X',    L\'"  ,  1 

e 

(3)'  G,    K,    X,    L\    r',..  .  ,  1 

aventi  per  secondo  gruppo  rispettivamente  II  e  K  q  per  terze 
gruppo  X,  le  quali  godano  delle  proprietà  richieste.  Poiché  il 
teorema  è  valido,  per  ipotesi,  per  il  gruppo  //,  che  è  di  ordine 
inferiore  ad  w,  le  due  serie  di  gruppi 

//,    X ,    X',    X","  •  ,  1, 
ed 

//,    II,,    II.,    II,,"'  ,  1, 
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che  ccminciano  entrambe  col  gruppo  //  e  soddisfano  alle  pro- 
prietà volute,  daranno  luogo  agli  stessi  fattori  di  composizione, 
latta  tutt'al  più  astrazione  dall'ordine  ;  quindi  lo  stesso  accadrà 
per  le  du3  serie  (i)  ed  {i)'  che  si  ottengono  da  queste  col  pre- 
porre  ad  entrambe  il  gruppo  6r,  il  che  aggiunge  in  entrambe  il 

fattore  di  composizione  X  —.—,  Similmente  si  riconosce  che  i 

fattori  di  composizione  cui  dà  luogo  la  serie  (3)  coincidono,  a 
meno  dell'ordine,  con  quelli  a  cui  dà  luogo  la  serie  (3)'. 

Dopo  ciò  è  chiaro  che  tutto  è  ridotto  a  dimostrare  che  i 
fattori  di  composizione  relativi  aliasene  (1)' coincidono,  a  meno 
deirordine,  con  quelli  relativi  alla  serie  (3)'  ;  ossia,  se  indichiamo 
ccn  l,  r ,  r . . .  gli  ordini  dei  gruppi  L ,  L\  L". . . .  rispettiva- 
mente, tutto  è  ridotto  a  dimostrare  che  i  numeri 

IL      JL      jL     L     il 
h'     /'     i''     r'     r'"  ■ 

coincidono  coi  numeri 


n 

k 

i 

V 

r 

k' 

T' 

f  ' 

r' 

r' 

E,  poiché  i  numeri  di  queste  due  serie  sono  gli    stessi  a 

'yt      il 
cominciare  dal  terzo,  basterà  dimostrare  che  i  due  numeri  --e  — 

M         fi 

coincidono  coi  due  numeri  —,  — .  Ora  ciò  è  una  conseguenza 

fi        e 

immediata  della  relazione  nl  =  kh  che  ha  luogo  fra  gli  ordini 
fi,  h,  h,  l  dei  gruppi  G,  II,  JT,  L,  in  virtù  del  teorema  dimo- 
strato nell'articolo  precedente.  Così  tutto  è  stabilito. 

265.  Quei  gruppi  i  cui  fattori  di  composizione  si  riducono 
ad  uno  soltanto,  eguale  all'ordine  del  gruppo  che  si  considera, 
^^1  dicono  gruppi  semplici  ;  tutti  gli  altri  si  dicono  gruppi  co7n- 
posti.  È  chiaro  che,  affinchè  un  gruppo  sia  semplice,  è  neces- 
sario e  sufficiente  che  esso  non  contenga  alcun  sottogruppo 
angolare  air  infuori  di  quello  costituito  dalla  semplice  sostitu- 
zione 1. 


268  III  -  S  IO,  art.  2bò-2i,r. 

206,  Se  si  consideri  il  gruppo  simmetrico  G  formato  da  tutte 
le  I  n_  sostituzioni  di  n  lettere,  si  riconosce  immediatamente  che 

esso  ò  composto.  Infatti  esso  contiene  in  se  stesso  il  gruppc  // 
n 


di  ordine  -=  formato  da  tutte  le  sostituzioni   di   classe  par: 

(art.  236),  Poiché  ora  ogni  trasformata  di  una  sostituzione  ci: 
classe  pari  è  ancora  evidentemente  una  sostituzione  di  clas>: 
pari,  il  gruppo  //  è  trasformato  in  so  stesso  da  tutte  le  sc- 
stituzioni  di  G  ;  e,  come  non  può  esistere  alcun  scttcgrupp: 
di  G  che  contenga  //  come  gruppo  parziale,  esso  sarà  eviden- 
temente un  sottogruppo  singolare  massimo  di  G,  Il  rappcrt: 
fra  gli  ordini  di  Cf  e  di  //,  cioè  il  numero  2,  è  dunque  un  fat- 
tore di  composizione  del  gruppo  O,  e  gli  altri  fattori  di  ccmp:- 
sizione  di  G  coincideranno  con  quelli  del  gruppo  alternate  //. 
Ma,  come  ora  dimostreremo,  il  gruppo  alternato  //  è  semplice 
per  n  >  4  ;  quindi  2)er  n  >  4  f  fattori  di  co7nposizione  de' 
griijìpo  sìrainctrico  sono  due  soltanto  cioè  i  due  numeri  2 
|n      . 

267,  Per  dimostrare  che  il  gruppo  alternato  H  fra  n  lettere 
(n  >  4)  è  semplice,  supponiamo,  se  è  possibile,  che  esso  con- 
tenga un  sottogruppo  singolare  /f,  e  consideriamo  una  di  quelle 
sostituzioni  di  K  che  spostano  il  minimo  numero  di  elementi. 
Una  siffatta  sostituzione  non  può  contenere  in  uno  stesso  cicl: 
più  di  tre  elementi,  e  se  in  un  ciclo  essa  contiene  tre  elementi 
non  potrà  avere  altri  cicli.  Ammettendo  infatti  che  essa  fesse 
della  forma  : 

s  =  (x^  cc^  x^x^,, .),  ovvero  :  s  --  (a?i  x^  x^)  (x^  Xr^ . . .)» 

e  trasformandola  per  mezze  della  sostituzione  : 

a  =  {x^  x^)  {x^  X  ) 

che  fa  parte  di  //,  il  gruppo  K  dovrebbe  contenere  la  trasfer- 
mata <7"^s(7  e  quindi  anche  la  sostituzione  e""  s^.5?  che  spo- 
sta meno  lettere  di  s  poiché  lascia  ferma  a?«. 
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Ne  può  una  siffatta  scstituzicne  contenere  cicli  di  due  let- 
tere poiché  in  tal  caso  dovrebbe  essere  della  forma: 

cnde  trasformandola  mediante  la  sostituzione 

T  =  (0-3  X^  ^5) 

si  avrebbe  nel  gruppo  K  la  sostituzione  st"  s  t  che  sposta  un 
minor  numero  5i  lettere. 

Concludiamo  dunque  che  quelle  sostituzioni  di  K  che  spo- 
stano il  minimo  numero  di  elementi  sono  semplici  sostituzioni 
circolari  di  tre  elementi.  Ma  se  il  gruppo  K  contiene  una  sosti- 
tuzione circolare  di  tre  lettere  {x^  x^  x^),  esso  conterrà  altresì 
le  sostituzioni  circolari  (x^  x^  x^\  (x^  x^  x^\  (x^  x^  x^), . . .  che 
si  ottengono  da  {x^  x^  x.J  trasformandola  rispettivamente  per 
mezzo  delle  sostituzioni  (^3  x^  x^\  (./  4  x^  x^),  {x^  x^  x^  {x^  x^  x^),.. 
che  sono  tutte  contenute  in  H.  Ma  allora,  pel  teorema  dimostrato 
all'art.  242,  il  gruppo  K  dovrebbe  coincidere  con  l'intero  gruppo 
alternato  //  contrariamente  al  supposto  ("). 


(*)  Non  permettendoci  il  piano  del  presente  trattato  di  entrare  in  mag^riori  svi- 
luppi sulla  teoria  delle  Bostitazioni,  rimandiamo  il  lettore  per  tutto  il  resto  all'opera 
del  Big.  Netto:  c  Teoria  delle  BOgHlutioni  e  ««e  appUcationi  aWalgebra,  >  Traduzione  dal 
tedesco  del  prof.  Giuseppe  Battagline. 


CAPITOLO  IV 


TEORIA  DEI  DETKRMINANTI 


5  1-  —  Definizioni  e  notazioni. 


268.  Siano  dati  mXn  numeri  disposti  in  m  serie  orizzon- 
tali ciascuna  composte  di  n  numeri.  Queste  m  serie  si  po- 
tranno disporre  Tuna  sotto  l'altra  in  modo  che  i  termini  di  egual 
posto  restino  allineati  sopra  una  stessa  verticale.  Si  avranno 
così  n  verticali  ciascuna  composta  di  m  numeri.  Chiudendo  il 
sistema  di  tali  serie  fra  due  tratti  verticali  si  forma  un  quadro 
detto  matrice. 

Si  chiama  orizzontale  o  verticale  della  matrice  V  insieme 
dei  numeri  che  si  trovano  in  una  stessa  orizzontale  o  verticale. 
Si  diranno  anche  righe  le  orizzontali,  e  colonne  le  verticali, 
linee  le  une  e  le  altre.  Si  diranno  linee  parallele  o  le  sole  oriz- 
zontali 0  le  sole  verticali,  linee  perpendicolari  una  riga  ed  una 
colonna. 

Si  conviene  di  contare  le  righe  dall'alto  al  basso,  e  le  co- 
lonne da  sinistra  a  destra  coi  numeri  d'ordine  1,  2,  3,-- 

Così  coi  numeri  a,  e,  g,  r,  s,  w,  si  poi?sono  formare  le 
matrici 


a    g    r 

e    s 

u    e    s 

> 

r   u 
a  g 

9 

c    s    a 
r    ic  g 


,         C^w»   , 


di  cui  la  prima  è  costituita  di  2  righe  e  3  colonne,  la    seconda 
di  3  righe  e  2  colonne,  ecc. 

269.  Ciascun  numero  di  una  data  matrice  si  trova  in  una 
determinata  orizzontale  e  verticale,  sicché  è  individuato  dai 
numeri  d'ordine  della  riga  e  colonna  cui  appartiene. 

Nella  teoria  che  vogliamo  ora  sviluppare  occorre  di  con- 
siderare particolarmente  il  posto  occupato  dai  smgoli  numeri  di 
una  matrice,  i  quali  chiameremo   brevemente  elementi  della 
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matrice.  È  quindi  opportuno  di  esprimere  ciascun  elemento  ccn 
un  simbolo  che  indichi  senza  ambiguità  il  suo  posto,  il  che  si 
ottiene  col  mettere  in  evidenza  due  indici,  uno  designante  l'c- 
rizzontale  Taltro  la  verticale  cui  Telemento,  appartiene. 

L'  elemento  della  matrice  posto  nella  r""«  orizzontale  (ver- 
ticale) e  nella  s«*  verticale  (orizzontale),  cioè  nella  riga  e  co- 
lonna definite  dai  segni  r  ed  s,  si  designa  per  lo  più  con  une 

dei  simboli  Ur,  9;r,s;  a^*\  I  due  segni  r,  s  si  dicono  perciò  gli 

indici  dell'elemento. 

In  alcuni  casi  riescono  più  comode  le  notazioni  ad  indici 
letterali  e  numerici;  così,  p.  es.,  con  a^,  &^,  c^,  ecc.  si  esprimcnc 

elementi  posti  nelle  orizzontali  (verticali)  definite  dagli  indici  nu- 
merici r,  s,  t,  ecc.,  e  nelle  verticali  (orizzontali)  definite  dagli 
indici  letterali  a,  è,  e,  ecc. 

^70.  Una  matrice  di  m  orizzontali  ed  n  verticali  potrà  per- 
tanto mettersi  in  evidenza  con  una  delle  scritture 


«a    «12  ••  «1» 

«1 

»i 

e,    •• 

«21      «88   ••    «2» 

> 

«8 

^ 

e,   .. 

•               •                    ••                 • 

• 

• 

•            •• 

mi       «2             m» 

a 

m 

6 

,  CwVi>M 


dove  ogni  simbolo  a^^,  a^,  &^,   c^,-  esprime  undatonumerc 

a  cui   compete  un  certo  posto  reso  esplicito  dal  suo  simbolo 
stesso. 

Questa  matrice  generale  sarà  spesso  indicata  per  brevità 
con  [m,  n]. 

271.  Rispetto  alle  matrici  si  farà  uso  delle  seguenti  maniere 
compendiose  di  esprimersi. 

a)  Per  affermare  l'eguaglianza  fra  elementi  si  afferma 
quella  dei  loro  simboli  od  indici. 
Così  colla  scrittura 


a     =  a 


•■f» 


Pt  « 
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si  afferma  V  eguaglianza  dei  numeri  espressi  dai   simboli  a 

ed  a     .  Cioè  :  che  il  numero  situato  nelF  incontro  delle  due  li- 

nee  perpendicolari  definite  dagli  indici  r  ed  s,  è  eguale  a  quello 
situato  neir  incontro  delle  due  perpendicolari  definite  dagli  in- 
dici j>  e  g. 

Del  pari  riescono  chiare  le  scritture  simboliche  analoghe 
alle 

a     =  Ita      -h  ka     ,  a     =  0 ,  ecc. 

r,  «  p,  j  ti,  »'  r,  « 


deve  h  e  h  sono  numeri  qualunque,  ecc. 

b)  In  due  linee,  parallele  0  no,  si  dicono  elementi  cor- 
rispondenii  quelli  di  egual  posto. 

e)  Aggiungere  ad  una  linea  una  0  più  altre  parallele 
significa  aggiungere  ag  i  elementi  della  prima  i  corrispondenti 
delle  altre:  analogamente  se  si  dice  togliere  da  una  linea  una 
0  più  altre  parallele. 

d)  Moltiplicare  0  dividere  una  linea  per  un  numero  si- 
gnifica moltiplicare  0  dividere  per  questo  numero  i  singoli  ele- 
menti della  linea. 

e)  Cambiare  il  segno  ad  una  linea  significa  cambiare 
il  segno  ai  singoli  suoi  elementi. 

f)  Linee  parallele  eguali  od  identiche  si  dicono  quelle 
che  hanno  eguali  uno  ad  uno  gli  elementi  corrispondenti. 

272.  Due  matrici   di  un  egual  numero  di  righe  e  colonne 
si  dicono  simili. 

Nelle  matrici  simili  le  linee  e  gli  elementi  di  egual  posto  si 
chiamano  linee  omologhe  ed  elementi  omologhi. 

273.  Due  matrici  si  diranno  derivate  Y  una  dalF  altra  quando 
possono  ottenersi  Tuna  dall'altra  celle  seguenti  operazioni  ese- 
guite anche  più  volte  ed  in  un  modo  qualunque: 

a)  scambio  fra  loro  di  linee  parallele; 

b)  moltiplicazione  di  una  linea  per  un  numero  non 
nullo; 

e)  addizione  ad*  una  linea  di  una  0  più  altre  paral- 
lele. 


276 


IV  -  5  ij  art.  273-274. 


Così  la  matrice 


a 

a 

•• 

a 

a 

a 

«  • 

a 

• 
a 

• 

a 

•  • 

•  • 

• 

a 

«1% 

è  derivata  dalla  pri7niUva  [m^n]  dell' art.  270  se  w^,  v^, -t^^^ 
sono  i  numeri  1,2,  •• ,  m  e  r, ,  r,,  ••  ,  v  sono  i  numeri  1, 2,  •• ,  w, 
disposti  comunque.  Qui  ^19^29-»^^  definiscono  le  successive 
righe,  e  i?p  v  ,- ,  i?  le  successive  colonne  della  nuova  matrice 
che  sarà  spesso  indicata  col  simbolo  [m,n]  . 
Così  pure  sono  derivate  le  matrici 


a  b  e  d  e 
tti  &i  Ci  di  €1 
a^    &,    e,    d^    e^ 


a. 


h 


di 


a  -f  ha^       b  -^ìib^       e  +  ?ic^      d-+  M^       e  -f  he^ 


—  a. 


-b. 


—  e. 


-^. 


—  & 


ecc. 


274.  Se  una  matrice  ha  lo  stesso  numero  di  righe  e  di  co- 
lonne chiamasi  quadrata^  in  caso  contrario  dicesi  rettangolare- 
Una  matrice  quadrata  di  n*  elementi  è  dunque  della  ferma: 


«11     «12    ••    «in 


«-       «22     '•     %n 


21 


ni  n2  «n 


IV  -  S  I,  art.  274-27Ò. 
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Spesso  la  si  indica  brevemente  con  [n*]. 

Se  fra  le  sue  righe  1,  2,  -,  n  si  eseguisce  la  sostituzione 


V  1    2    .  .  .  n   / 


e  fra  le  sue  colonne  la  sostituzione 


\1    2    .  .  . n   / 


essa  si  cambia  nella  matrice  derivata: 


Kl  = 

ré 


'•l'I 

a 

a 

• 

• 

• 

a 

a 

a 

275.  In  una  matrice  quadrata  chiamasi  diagonale  princi- 
piale 0  prima  diagonale  la  congiungente  il  vertice  superiore  a 
sinistra  coli* inferiore  a  dritta;  l'altra,  seconda  diagonale. 

Gli  elementi  della  prima  diagonale  diconsi  principali. 

Diconsi  coniugate  due  linee  perpendicolari  di  egual  po- 
sto quali  la  1*  riga  e  la  1*  colonna,  la  2*  riga  e  la  2*  colon- 
na, ecc.  Gli  elementi  di  egual  posto  (corrispondenti)  in  due  li- 
nee coniugate  diconsi  coniugati.  Così  nella  matrice  generale 
[m,ìi]  sono  coniugati  i  due   elementi  a.  .ed  a,   ..È  chiaro 

che  ogni  elemento  principale  ha  per  coniugato  sé  stesso. 

276.  Data  una  matrice  quadrata  [n*],  e  indicando  come  sopra 
con  fl    .  r  elemento  che  sta  neir  incontro  della  z*"*»  riga  e  della 

j««  colonna,  si  formino  tutti  i  prodotti  distinti  del  tipo 


(0 


a 


h^'i 


a 


'2  "2 


a 


t    u  ' 
n    » 
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IV  -  §  1,  art.  276, 


deve 


(2) 


'i       '2    ••     'n 


«1      ^8 


U 


seno  permutazioni  quali  si  vogliano  degli  indici  1,2,-,  7?.  Indi- 
cando con  ^  ed  w  i  numeri  rispettivi  di   inversioni  di  queste 

due  permutazioni,  è  facile  vedere  che  il  numero  ( —  1  )'"*""  è  in- 
dipendente dall'ordine  dei  fattori  del  prodotto  (i),  poiché  ad 
ogni  scambio  di  due  fattori  corrispondono  nelle  permutazioni 
(2)  due  trasposizioni  di  indici,  cosicché  per  Vari.  232  il  numero 
/  -h  u  varia  solo  di  un  numero  pari. 

Ciò   posto,  si  chiama  detet^minante  della  matrice  qua- 
drata 


a 


11 


a 


m 


a 


ni 


«n 


la  somma  di  tutti  i  prodotti  distinti  del  tipo  (i)  presi  ciascuno 

col  segno  dato  da  (—  1)  "^".  E  poiché  ogni  termine  del  tipo  (i) 
contiene  n  elementi,  il  determinante  dicesi  di  ordine  n. 

11  determinante  si  indica  colla  matrice  stessa  che  lo  ge- 
nera, quindi  può  definirsi  colla  scrittura: 


«Il  ••   «i« 


•     ••     • 


ni  nn 


%  % 


Fra  i  termini  dello  sviluppo  del  determinante  [n*]  si  trova 
evidentemente  il  termine 


«11  ^«  ••    «nn 


che  dicesi  primo  termine  0  termine  principale  poiché  é  ap- 
punto il  prodotto  degli  elementi  principali. 


IV  -  5  I,  art.  276-278. 


279 


È  poi  manifesto  che  ogni  termine  dello  sviluppo  conterrà 
un  elemento  di  ogni  riga  ed  un  elemento  di  ogni  colonna. 
Quindi,  fatta  astrazione  dal  segno,  si  può  ottenere  un  termine 
qualunque  prendendo  un  elemento  nella  prima  riga,  uno  nella 
seconda  ecc.,  uno  neir  ultima,  ma  coir  avvertenza  di  prendere 
sempre  questi  elementi  in  colonne  diverse. 

277.  ^  utile  vedere  come  si  possa  fare  lo  sviluppo  del  de- 
terminante 


(I) 


U         (X         ••et 


a        a        ••  a 


a        a        ••a 


deve  gli  n*  elementi  sono  contraddistinti  da  due  successioni 


r^.  r,,  ••  > 


di  n  numeri  interi  e  positivi  diversi  fra  loro,  od   anche  di  n 
numeri  od  indici  qualisivogliano  purché  distinti. 

Volendo  applicare  direttamente  la  definizione  data  si  do- 
vrebbe innanzi  tutto  ridurre  la  matrice  alla  forma  fondamentale 
ponendo 

a      ^=-  OL,.^ 


fare  lo  sviluppo  colle  a.,  e  sostituire  poscia  nuovamente   le 
fji^  ^  .  Ma  si  può  anche  operare  direttamente  sulla  matrice  (i) 

per  mezzo  del  teorema  seguente. 
278.  Sia 

1       8  n 

una  permutazione  con  u  inversioni  dei  numeri  1,  2,  ••,  n,  e 

nna  successione  con  ).  inversioni  di  n  numeri  interi  positivi 
distinti. 


28o 


IV  -  5  ij  art.  278-279, 


La  successione 


X     X     ••  X 


conterrà  un  numero  u'  d' inversioni  legato  ad  \i  e\  dalla 
relazione  : 


Infatti,  la  successione 


X    X      •  X 

«1    «2      ^ 


può  ottenersi  dalla 


\  \  ••  K 


con  tante  trasposizioni  quante  ne  possono  occorrere  per  avere 
la  permutazione 


dalla  permutazione 


w,  u^  ••  u 

12  n 


1  2    •  n; 


quindi,  per  Tart.  23oy  i  numeri  te  -f  X  ed  w'  dovranno  essere  tutti 
e  due  pari  od  impari,  cioè  si  ha, 


(_!)«•*"  ^:=(_lf. 


onde  segue  subito  la  (i). 

279.  Tornando  ora  al  determinante 


a         a 


a 


r,  .j        ri  #^  r^  .^ 


■  •  ••  • 


tìr         a        ••   a 


IV  -  5  I»  art.  279. 


281 


si  ponga  per  il  momento  : 


d      =  a.., 


con  che  si  ha  : 


a        -a 
'1  '1        n  •• 

«n  •■  «i. 

■     •  «        • 

— 

•                  •     •                • 

a        -a 
%  '1        '«  '11 

«•1     ••    «», 

-.)-"v, 

.\ 

0)^            T   ti) 
2              n    n 

(-1)  «^r,  .0..    % ..,       S„.a..' 

deve  T  ed  w  sono  i  numeri  dì  inversioni  nelle  permutazioni 


^i     % 


"1      S       •'   ^n 


Per  brevità  si  ponga  ora 


l  2  n 


12  n 


^  si  indichino  con  3^*,  s,    /,  w  i  numeri  rispettivi  di  inversioni 
"elle  permutazioni 


^1    ^2-    ^n' 


«l     h"    ««' 


^      '2-     '•' 


12  fi 


282 


IV  -  5  ^  2^  279-280. 


Pel  teorema  precedente  si  ha: 


(-1)  -(-1)    ,    (-1)  =(-1)    , 


onde 


e  sostituendo  nella  (i)  si  conclude 


CÙ  '•   et 


a        -a 


%'n 


r-*-« 


l-h« 


=  (-  1)        y  (—  1)        a,       a        ••  a,     . 


dove 


t   t    ''  t 


^1^«  -^n 


sono  permutazioni  rispettive  dei  nuovi  indici 


y     r»     ..    7» 


hh''   «•• 


-280.  Di  qui  si    vede   che  ogni  termine  dello  sviluppo  del 
determinante  [n*]       è  del  tipo 


(—  1)  a,       a 


Per  brevità,  la  successione  L  L  "  t    si  chiamerà  i^Wwi^ 

2)ermutazione  0  permutazione  dei  primi  indici  del  termine  cor- 
rispondente, e  Taltrau  u   -  u    seconda  permutazione  0  p^''' 

mutazione  dei  secoìid'  indici. 


i 


IV  -  S  I,  art  280-281.  2^'^ 


Nell'art.  276  si  è  notato  che  il  numero  (—  1)  "*""  è  indi- 


pendente dall'  ordine  dei  fattori  del  prodotto 


a.        a.  „    ••  a 


'l«l         '«•«  '-• 


Segue  da  ciò    che   ciascun   termine  di  un  determinante 
I«'ì„  si  potrà  scrivere  in  modo  che  la  sua  prima  permutazione 

sia  la  stessa  in  tutti,  p.  e.,  sia  la  stessa  permutazione 


12  % 


In  tal  caso  si  avrà  sempre  /=  r,  e  ciascun  termine  sarà  del  tipo 

poiché  neir  esponente  di  —  1  si  può  togliere  il  numero  pari  2r. 
Qui  la  prima  permutazione  è  la  stessa  in  tutti  i  termini,  ma 
la  seconda  cambia  da  termine  a  termine.  I  termini  del  deter- 
minante si  ottengono  dunque  tutti,  senza  alcuna  esclusione  e 
ripetizione,  prendendo  per  u^  ti^  ••  u^  tutte  0  sole  le  permuta- 
zioni degli  indici  s.s^"  s^.  In  tal  modo  si  vede  anche  che  : 

Un  determinante  di  ordine  n  contiene  \n_  termini. 

281.  Se  il  numero  s  -h  w  è  pari,  cioè  se  le  due  permuta- 
zioni 

seno  della  stessa  classe,  il  prodotto 


a  a        -   a 

'■i*'!       '•««2  %% 


va  aggiunto  col  suo  segno,  in  caso  contrario  col  segno  oppo- 
sto. Ma  vi  sono  tante  permutazioni  di  classe  pari  quante  di 
classi  dispari  (art  234)^  quindi  : 


284 


IV  -  S  I,  art  281-283. 


In  un  determinante^  metà  dei  prodotti  va  presa  col  stw 
segno  e  metà  col  segno  opposto: 

Segue  inoltre  che: 

Tutti  i  termini  di  un  determinante  si  possono  dedurre 
dal  principale  tenendo  fissi  i  primi  indici  e  permutando  i 
secondi.  Ciascun  nuovo  termine  si  prende  col  suo  segno  0 
coir  opposto  secondo  che  la  seconda  permutazione  è  0  no  della 
stessa  classe  dell'analoga  nel  principale. 

282.  Ma  i  termini  del  determinante  si  potranno  anche  scri- 
vere in  modo  che  le  seconde  permutazioni  siano  tutte  identi- 
che alla  seconda  s^  s^  -  s^  del  termine  principale,  cioè  ciascun 

termine  del  determinante  può  essere  del  tipo 


(-1) 


r-k-t 


a 


a,      -  a^ 


Di  qui  si  deduce,  come  all'articolo  precedente,  che: 

Tutti  i  termini  di  un  determinante  si  possono  dedurre 
dal  principale  tenendo  fissi  i  second'  indici  e  permutando  i 
primi.  Ciascun  nuovo  termine  si  prende  col  suo  segno  0 
coWopposto  secondo  che  la  prima  permutazione  è  0  no  della 
stessa  classe  dell'analoga  nel  piHncipale. 

283.  Per  meglio   mettere  in   evidenza  la  legge  di  forma- 
zione del  determinante  [n*]^ ,  esso  si  designa  talora  anche  ccl 

simbolo 


I 


a         a 
'l'i 


r^tg 


a 


^•n 


nel  quale  è  messo  in  evidenza  il  termine  principale  e  la  legge 
dei  segni. 

Così  p.  e.  il  determinante  di  4°  ordine: 


a^    bi    Ci    di 
Of    &t    ^«     ^2 


«3    h    ^3    ^3 


a,    b,    e,    d, 


IV  .  §  I,  art.  283-285. 


285 


si  potrà  designare  più  brevemente,  per  mezzo  del  nuovo  sim- 
bolo, con 


2_  ±  ^1  ^  Ct  d^ , 


ovvero,  secondo  un'altra  notazione  ancor  più  semplice  usata  da 
alcuni  autori,  con 

284.  Se  gli  elementi  di  una  matrice  anziché  da  simboli  sono 
dati  dai  loro  valori  rispettivi,  converrà  scrivere,  0  imaginare 
scritta,  una  nuova  matrice  dello  stesso  ordine  con  elementi 
simbolici.  Fatto  lo  sviluppo  di  questa  e  sostituiti  ai  simboli  i 
valori  rispettivi  si  otterrà  il  valore  del  determinante  della  ma- 
trice. Così  per  calcolare  il  determinante  numerico 


2 

2 

1 

0 
5 


si  sviluppi  mediante  una  delle  regole  già  date  il  determinante 
2  it  a\  &,  C3  cf^ ,  e  si  ponga  quindi 


2 

0 

5 

6 

—  2 

2 

2 

5 

3 

4 

6 

8 

«1=^-2'      ^'~ 


2,      Ci  =  0,      &j  =  6,  ecc. 


Eseguendo  i  calcoli  si  ottiene  — 972  per  valore  del  determi- 
nante dato. 

285.  Aggiungeremo  ancora,  a  mo'  di  esercizio,   alcune  re- 
gole e  proprietà  che  si  deducono  dalle  definizioni  poste. 

a)  Per  avere  lo  sviluppo  di  un  determinante  di  terzo 
ordine  si  può  procedere  cosi.  Scritte  le  due  prime  colonne  ac- 
canto all'ultima,  si  prendano  col  loro  segno  i  prodotti  degli  ele- 
menti della  diagonale  principale  e  di  quelli  delle  sue  parallele, 
e  col  segno  opposto  i  prodotti  degli  elementi  della  seconda 
diagonale  e  delle  sue  parallele.  La  somma  di  tutti  questi  ter- 


286 


I\'  -  §  I,  art.  285. 


mini  è  le  sviluppo  cercato.  Ciò  si  può  esprimere  collo  schema 
di  operazione  : 

a     b     e     a    b 


a     b     e 
fli    by    Ci 
a,    b^    e. 


=        Ci     &i     C|     dy     &i 


^x        ^\ 


a,    b^    Cf    a^    bf 

^  V  4  XXX 


+ 


V)  È  facile  darsi  ragione  della  seguente  regola  per  le 
sviluppo  di  un  determinante. 

Si  prendano  i  fattori  di  ciascun  termine  ordinatamente  da 
ciascuna  colonna  ma  uno  per  ogni  riga.  Scrivendo  ciascun  ele- 
mento si  osservi  se  la  sua  orizzontale  è  al  di  sopra  di  une  e 
più  degli  elementi  già  scrìtti  (senza  badare  di  quante  orizzon- 
tali sia  al  di  sopra)  ;  e  in  tal  caso  si  pongano  al  di  sopra  di 
queir  elemento  altrettanti  punti.  Il  prodotto  degli  elementi  si 
prenderà  col  suo  segno  se  il  numero  totale  dei  punti  segnati  è 
pari,  col  segno  opposto  se  dispari. 

Si  procede  in  modo  analogo  scambiando  le  righe  celle 
colonne. 

Per  esempio,  nel  determinante  Z±:  a^b^  c^  d^  si  pcsscn: 
scrivere  i  termini 


..  • 


•  kt 


—  a^  &4  Ci  dg  —  «4  &i  C3  di  +  «4  &3  Cg  flf| ,  ecc. 

Qui,  p.  es.,  nell'ultimo  termine  scritto,  b^  è  al  di  sopra  di  o^, 
quindi  ò  segnato  con  un  punto,  c^  è  al  di  sopra  di  a^  e  ftj  quindi 
è  segnato  con  due  punti,  ecc. 

Nel  seguente  esempio  numerico  si  ha: 


3  0-1       2 

5  4       0—6 

0  1—2—3 

1  7       0-1 


=  3.4.2.1  —  3.7.2.6  +  5.1.1.1 


—  5.7.1.3  +  1.4.  1.3  +  1.4.2.2 


..    *• 


.     ... 


—  1.1.1.6  —  5.7.2.2. 


X 


IV  -  §  I,  alt  285.  287 

Qui  si  seno  omessi  i  termini  con  elementi  nulli,  e  si  è  posto  il 
segno  —  al  di  sopra  degli  elementi  negativi,  dando  al  prodotto 
il  segno  -f  0  —  secondo  che  è  pari  0  dispari  il  numero  di 
punti  e  dei  segni  —  al  di  sopra  degli  elementi. 

e)  Se  gli  elementi  di  una  stessa  linea  sono  nulli,  il  de- 
terminante è  nullo. 

Poiché  ogni  termine  del  determinante  conterrà  un  fattore 
nulle. 

d)  Se  gli  elementi  da  una  stessa  parte  della  prima  dia- 
gonale sono  nulli,  il  determinante  si  riduce  al  suo  termine  prin- 
cipale. 

Poiché    ogni   termine  del  determinante,  salvo  il  princi- 
pale, conterrà  almeno  un  fattore  nullo. 

e)  Se  gli  elementi  da  una  stessa  parte  della  seconda 
diagonale  sono  nulli,  il  determinante  si  riduce  al  prodotto  de- 

gli  elementi  di  questa  diagonale  preso  col  segno  (—  1)  ^  ,  es- 
sendo n  l'ordine  del  determinante. 


288 


I\^  -  S  2,  art.  2Sl. 


5  2.  —  Proprietà  fondamentali  dei  determinanti. 

286.  Le  proprietà  fondamentali  dei  determinanti  discendcn: 
senza  difficoltà  dalla  loro  stessa  definizione.  Dalla  definizione 
data  airart.  276  : 


si  vede  primieramente  che  il  determinante  si  comporta  nell: 
stesso  modo  rispetto  alle  sue  linee  orizzontali  come  rispetto  alle 
sue  linee  verticali. 

Di  qui  segue  che  il  valore  del  determinante  non  muta  se 
nella  sua  matrice  si  scambino  ordinatamente  le  righe  celie 
colonne,  cioè  si  metta  al  posto  di  ogni  elemento  a    il  suo  ccn- 

iugato  a  ,  ed  inversamente. 

Infatti  dopo  tale  scambio  il  determinante  prenderà  la  ferma 


^11        ^12        ^1» 


««1      ««a      ««» 


Esso  sarà  quindi  eguale  a 


dove  a„z=a,,. 


2  «2  '    " 


cioè  a 


M      11 


V         ^  «l'i     «;2'2  %V 


il  che  non  differisce  dalla  definizione  di  [n*]  che  per  la  diversa 
designazione  degli  indici.  Brevemente  si  dice: 

Un  determinante  non  muta  se  la  matrice  da  cui  è  de- 
finito si  fa  7*uotare  di  \Wf  intomo  alla  sua  diagonale p^^'^' 
cipale. 


IV  -  S  2,  art.  28Ó-287. 
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Quindi  si  ha  identicamente  : 


a       a       '- 
'"l'I     'l'a 

a 

a       tìf       ., 
••l'I    Vi 

a 
Vi 

a       a       " 
Vi     Vi 

a 

Vn 

a       a       .. 

*'l*2     V2 

'•••2 

•        •       • 

•         • 

•       •       • 

•       • 

a       a        " 
.     '•«•1     V2 

a 

a       a       .. 

••l'n      Vn 

a 

n  fi 

287.  Un  nume^'O  pari  di  scambi  fra  lince  parallele  di  un 
(irtcìvninante  non  ne  altera  il  valore,  e  un  ninnerò  dispayH  ne 
fa  solo  niutaì^e  il  segno. 

Sia  infatti  [n*]  il  determinante  dato.  Il  determinante   che 
se  ne  ottiene  eseguendo  fra  le  righe  la  sostituzione 


\1     2     3   .-.  n  / 


che  introduce  r  inversioni,  e  fra  le  colonne  la  sostituzione 


e 


^2    ^3 
2     3 


Sn    \ 

••  •  n  / 


che  introduce  s  inversioni  è  dato  per  l'art.  279  da: 


i-\-  tt 


[n«]    -_-_(—!)         >    (—1)        a^        a,       -  a^     ■ 
"      ^       '         /—^       ^  <i«i      '2  «2         Wn 


Si  ha  dunque 


r-+.  » 


[n\^  =  (-  1)        [n\ 


che  dimostra  il  teorema,  poiché  il  numero  degli  scambi  fra  li- 
nee parallele  operati  dalle  due  sostituzioni  è  pari  0  dispari  se- 
condochè  è  pari  0  dispari  il  numero  /•  4-  s  delle  inversioni  in- 
trodotte. 


G.  Garblfri  e  A.  C«l»e]IÌ.  -  Analisi  algebrica. 
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IV  -  §  2,  art.  288-2CJO. 


288.  In  particolare  si  ha  che  : 

Un  determinante  cambia  di  segno  scanibiando  fra  ioìn 
due  linee  parallele.  Così  si  ha,  p.  es.  : 


a    b    e 

«1      ^     ^1 

«1  »i  ^1 



a    b    c 

a,  6j  e, 

0^     &2     Cj 

Ci  h  a, 
e  b  a 
Cj  &,  a^ 


.  ecc. 


(a  &i  Cs  6^3)  =  —  (^j  &i  e  ^3)  --=  (fl-g  b,  e  rfj),  ecc. 

289.  Un  determinante  è  nullo  idefiticamente  quando  due 
linee  parallele  sono  eguali. 

Infatti,  scambiando  in  [n*]  due  linee  parallele  il  nucvo  de- 
terminante prenderà  (art.  prec.)  il  valore  —  [n^j.  Ma  se  le  due 
linee  scambiate  sono  eguali  il  nuovo  determinante  non  può  dif- 
ferire dal  primitivo  ;  quindi  sarà 

il  che  non  è  possibile  che  quando  [n*]  sia  eguale  a  zero. 
Così  si  ha,  p.  es.  : 


3    15 

7    2    4 

0, 

3    1    5 

a  b  c 
d  e  f 
a    b    e 


=  0 ,   ecc. 


290.  Per  mostrare  Y  importanza  di  questa  proprietà  ne  in- 
dicheremo qui  alcune  applicazioni  semplici  che  si  presentane 
nei  principii  della  geometria  analitica. 

a)  Siano  x^  ed  y^  le  coordinate  cartesiane  di  un  punte 

dato  nel  piano,  x  ed  y  quelle  di  un  punto  qualunque,  e  si  con- 
sideri il  determinante 


1 


X 


y 


1      coi      Vi 


^^       Vt 


IV  -  S  2,  art.  290. 
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Questo  si  annulla  pcnendo  per  x  ed  y  ordinatamente  Xi  ed  7/^ 
ed  ^5  ed  t/o,  poiché  acquista  due  righe  identiche.  Riflettendo 
pei  che  un  determinante  è  di  primo  grado  rispetto  agli  ele- 
menti di  una  stessa  linea,  segue  che 


x 


V 


1      ^,       2/1 


1        ^2       Iz 


=  0 


è  l'equazione  della  retta  passante  pei  due  punti  di  coordinate 

(•^1 .  Vi) .    (^2 ,  !/?). 

Nello  stesso  modo  si  deduce  che 


l    X      1/     z 
1    Xi     1/1    z, 

i.  Xn  l/a  Za 


^3  l'3  ^3 


=    0 


è  l'equazione  del  piano  passante  pei   tre  punti  di   coordinate 

(^\  »  Vi ,  -^i) ,    (^2  »  Vi  '  -2)  5     (^3  5  1/3  »  ^3)- 

b)  È  facile  vedere  che  il  determinante 


r= 


1 

X 

V 

a;*  +1/* 

1 

^l 

Vi 

a*,  +  y\ 

1 

a-» 

Vi 

a^\  +  V\ 

1 

«•3 

y-s 

«*3  +  y\ 

è  di  2^  grado  in  a:  ed  2/,  e  non  ha  termini  in  xy^  poiché  in  uno 
stesso  termine  non  possono  entrare  due  elementi  di  una  stessa 
^inea;  infine  si  annulla  ponendo  per  a?  ed  y  ordinatamente 
x^  ed  y    (/'  =  I5  2,  3),  poiché  acquista  due  righe  identiche. 

Dunque 


29^ 


IV  -  5  2,  art  291-29 


è  l'equazione  della  circonferenza  passante  pei  tre  punti  di  cccr- 
dinate  (x^ ,  y^) ,    (.rg ,  2/J ,    (x^ ,  y^). 

29 L  Moltiplicando  una  linea  per  \m  nu77iero,  il  detenni' 
nante  resta  violtiplicato  per  quel  numero. 

Infatti  ciascun  termine  del  determinante  rimane  mcltipli- 
cato  per  quel  numero,  poiché  contiene  uno  ed  un  solo  element: 
della  linea  moltiplicata. 

Di  qui,  come  corollario  : 

292.  Uìi  déienninaìite  è  nullo  se  una  linea  è  multipla  d' 
una  sua  parallela. 

Infatti,  ponendo  fuori  del  determinante  il  fattore  comune 
a  quella  linea,  il  nuovo  determinante  ha  due  linee  parallele 
eguali. 

Cosi  sarà  p.  es.  : 


a 


*^6 

VI 

b 

a 

b 

b 

""  d 

VI 

d 

n 

VI 

e 

d 

d 

--  h 
m 

h 

e 

h 

h 

0 


293.  Se  gli  elementi  di  una  stessa  linea  si  7^iguar(ìano 
decomposti  in  nn  egual  nu^nero  p  di  2)Cirti  {polinomi  di  p 
termini),  il  deterviinanie  si  può  esprimere  con  un  aggrega^» 
di  p  determinanti  ottenuti  dal  dato  sostituendo  succes^ica" 
mente  a  ciascun  polinomio  il  immo  termine^  ovvero  il  se- 
condo, ecc. 

Si  abbia  infatti 

«ri  ""  ^i  +  /3i  H-  7i  +  •• 

^2="«2  +  l32+  72+- 


«rn==««+/3n-^7n  + 


1\*  -  S  2,  art.  293-294. 
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Sostituendo  ciò  nello  sviluppo  del  determinante  X  <:  a^^  -  a^^, 

la  parte  di  sviluppo  mancante  delle  .3,  y,--  si  otterrà  ponendo 
lo  zero  al  posto  di  questi  elementi.  Ma  allora  si  ha  il  determi- 
nante 21  =fc  a,  ■•  a      in  cui  agli  elementi 


11 


ri  '       r2  '       '       rn 

siansi  sostituite  le  parti  rispettive 

Analogamente  per  le  parti  di  sviluppo  contenente  le  |3 ,  e  non  le 
a,  75-5  e  cosi  via. 

294.  Corollario.  Se  nel  determinante  vi  sono  0  si  togliono 
considerare  più  linee  composte,  si  opera  la  decomposizione 
per  ciascuna  di  esse. 

Se,  p.  es.,  m  linee  sono  così  decomposte  che  ciascuna 
comprenda  ordinatamente  t^,  '2'"'  'm  P^^^^^  allora  il  determi- 
nante può  esprimersi   con  un   aggregato  di   i^X  t^X  "  X  t^ 

determinanti  dello  stesso  ordine  ed  a  linee  semplici. 
Cosi  si  trova,  p.  es.  : 


a-f/        b  +  7)1        e  -h  n 
«1  -h  /i        &i  +  m^  Ci 


a    b    e 


«1    &j     Ci 
flj    &2     ^2 


-f- 


a    b    n 

a,  ftj   0 

+ 

Cj  6,  i? 

a    m    c 


-f 


a    7n    n 


«1  ???!   0 
«2  Wj  p 


+ 


Ime 

li  Wj    Ci 

+ 

/,  »i,  e. 

^   m    n 


/j  Wj   0 


+ 


l 

b 

c 

II 

6, 

Ci 

+• 

u 

». 

6, 

l    b    n 


lì   bi    0 

tt     &8     P 


294 


IV  -  5  2,  art.  294-295. 


Di  qui  segue  come,  reciprocamente,  possa  esprimersi  ccn 
un  solo  determinante  un  aggregato  di  più  altri  differenti  fra 
loro  per  una  sola  linea. 

295.  Un  determinante  conserva  il  suo  valore  aggiungendo 
ad  una  linea  altre  parallele,  anche  moltiplicate  per  numeri 
qualunque. 

Infatti,  aggiungendo  ad  una  linea,  p.  es.,  alla  colonna  r^\ 
altre  parallele,  p.  es.,  le  colonne  s**,  /*",  ecc.,  rispettivamente 
moltiplicate  pei  numeri  /;,  ^,  ecc,  il  determinante  [n*]  si  tra- 
sforma nel  determinante 


a    ••  a    -^  ha    -h  ha    4-  •-  a    •'  a    ••a 
fl^-  ••  a^  -h  ha^  -4-  ha    -f-  ••  <7    ••  a^  ••  a^ 


a  ."  a    -^  ha    -{- ha  ^^ *'  a    -  a    ->  a 

ni         nr  n§  nt    *  n$         ni         n» 


che  per  Tart.  293  può  decomporsi  nella  somma 


a..  ••  a,  ••  a.  ••  a.^  ••  a. 

Il  Ir  1«  1(  In 


a  ."  a    ••  a    ••  a    ••  a 

,       ni         nr         fi«         n(         nn 


+  h 


a..  ••  a.  ••  a.  ••  fl.  ••  a, 

11         1«         !•         li         In 


ni         na         fl«         nt  nn 


+  h 


**n  li  1»  1<         In 


a  .'"  a    ''  a    "  a    -*  a 

ni         «i<         n§         nt         nn 


-f      .      .      . 


Ora  di  questi  determinanti  il  primo  è  appunto  il  date  t^ 
gli  altri  sono  nulli  avendo  due  colonne  eguali. 


IV  -  S  2,  art.  295-297. 
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Cosi  p.  es.  se  nel  determinante 


1     — 1 


1     — 1 


-1 


1 
1 


1 


si  aggiungono   alla  1*  colonna  le  altre,  alla  2*  la  3%  e  dalla  3* 
si  teglie  la  4%  esso  si  trasforma  nel  determinante 

4  2  0  1 

0—2—2  1 


0 
0 


0 
0 


0     — 1 


il  quale,  avendo  nulli  gli  elementi  da  uno  stesso  lato  della  dia- 
gonale principale,  si  riduce  al  suo  primo  termine  (art.  285^  d) 
che  ha  per  valore  16. 

296.  Ricordando  quali   operazioni  definiscono   due  matrici 
derivate  (art.  273)  segue  facilmente  dalle  proprietà  esposte  che  : 

Lue  determinanti  derivàbili  V  uno  dalC  altro  sono  en- 
trambi diversi  da  zero,  ovvero  entrambi  eguali  a  zero. 

Poiché  r  uno  differisce  dall'altro  per  un  prodotto  di  fattori 
che  per  supposto  sono  diversi  da  zero. 

297.  Applicazioni. 

a)  Se  (a?^,  j/\  sono  le  coordinate  cartesiane  di  un  punto 

-4^  nel  piano,  quelle  del  punto  medio  M^  del  segmento  A^A^  sono 

-— — -,  '  ^  ^.  Dunque,  per  l'art.  290  a),  la  equazione  della 
mediana  A^M^  nel  triangolo  A^A^A^  è 


1 

sv 

y 

1 

a, 

Vx 

1 

X^  "T-  cc^ 

Vt  +  V» 

=  0. 


29Ò 


IV  -  S  2,  art.  297. 


Aggiungendo  alla  terza  riga  moltiplicata  per  -r-  la  seconda 
moltiplicata  per  —  si  ottiene  un  determinante  derivato,  quindi 

ó 

la  equazione  della  mediana  A^My^  si  può   anche   mettere  sclt: 
la  forma 


1                 X 

y 

1            x^ 

ih 

X^'\'  x^-h  x^ 
3 

ih  ■+■  1/2  +  ih 
3 

=  0. 


Volendo  le  equazioni  delle  altre  due  mediane,  basta  sostituire 
nella  seconda  riga  ad  a?i,  1/,  rispettivamente  a:,,  y^  e  X3,  y^ 
Ma  il  determinante  si  annulla  ponendo  per  x  ^d  y  ordinata- 
mente 

« 

5jf52jf^3     yi  4-  ì/g  -f  1/3 

3  '  3  ^ 

di  qui  il  noto  teorema: 

Le  tre  mediane  di  un  triangolo  paesano  per  uno  siesso 
punto  (centro  delle  inedie  distanze). 

b)  Il  determinante 


a  X  X 
X  b  X 
X    X    e 


scritto  sotto  la  forma 


X  -{-  (a  —  x)     ìT  -f  0 


a:  -f  0 
x-hO 


07  4-0 


x-^-  (b  —  x)     0?  4-  0 

0?  4-  0  a?  4-  (e  —  0?) 


IV  -  S  2,  art.  297. 
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si  può  decomporre   in  8  determinanti,  di  cui  sono  nulli  quelli 
aventi  due  colonne  di  a:.  Gli  altri  non  nulli  seno  della  forma 


a  —  X       0 


0 


0 
0 


b  —  x      0 
0        e  —  X 


X        0 


0 


X    b  —  X       0 
X        0         e  —  X 


e  si  riducono  al  termine  principale  per  l'art.  285  d). 
Donde  segue  1*  eguaglianza 


a  X 

X 

x  b 

X 

\X  X 

e 

~  X  {a—x)  {b'-x)  {c—x)  ^—  -f h , 1 ' 

^        ^  IX      a  — a?     b  —  x     c  —  x\ 


Come  esercizio  utile  dimostreremo  in  altro  modo  questa 
eguaglianza  per  un  determinante  di  grado  n  della  stessa  forma 


a,    X  "  X 


X    a.  "  X 


.    . 


X     X     •'    o 


Togliendo  l'ultima  colonna  dalle  altre,  e  poi  applicando  la  pro- 
prietà dell'art.  291  si  ottiene  : 


A  =  («j  —  x)  (flfg  -  x)  "  (a^  —  X) 


0 


0 


X 


X 


—  1      — 1 


a 


fli  —  a:   a^  —  a?     a^—  x 


29S 


IV  -  §  2,  art.  ;o7 


e  togliendo  ora  dall'  ultima  colonna  le  altre  moltiplicate  per  .e. 
si  può  scrivere 


A  =  («,  —  a;)  •■  (a  —  a?) 


0 


0 
0 


•  >• 


_iJ ^  +  v^ 

a.  —  x      a  —  X      /    fl  — 


X 


Ma  questo  ultimo  determinante  si  riduce  al  suo  termine  prin- 
cipale 


a 


n— l 


-f 


»  -^     r 


/L.a—x  Z— a— a? 


quindi  si  ha,  come  prima: 


'1  1  1 


/. 


n 


Si  può  appli  care  utilmente  questa  formcla  al  determinante 


R  = 


a  +  X    e' 


V 


&4-X    a' 


V 


a! 


c  +  X 


Infatti,  moltiplicando  le  righe  e  le  colonne  ordinatamente 
per  a!b'c\  si  ottiene  un  determinante  della  stessa  forma: 


a'^V^c'^R  = 


«"(a+X)    a' Ve'  a! Ve' 

a' Ve'  b'*(b^\)    a' Ve' 

a' Ve'  a' Ve'  e'^ic-hl) 


IV  -  5  ^5  ^t-  297. 
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cnde  anche,  dividendo  tutte  le  colonne  per  a' Ve': 


R  —  a'Vd 


a'  (a  -f  X) 


I  ^t 


b'ù 


V  (b  +  X) 


a' e' 


C  (e  4-  X) 


f    >vf 


a'ft 


e)  Si  consideri  il  determinante 


«1    ^    <^i 
flf,    ^    e, 


^3    ^    ^3 


Togliendo  dalla  prima  riga  moltiplicata  per  a,  la  seconda 
mcltiplicata  per  a, ,  e  dalla  seconda  moltiplicata  per  a^  la  terza 
moltiplicata  per  a,,  si  ha: 


<h 

61 

e, 

Ot 

6. 

e. 

I 

«3 

63 

«•3 

a. 


a. 


Ln'  eguaglianza  simile  si   deduce  pel   determinnte  generale 
Zàzafi^^"l    di  ordine  n. 


3oo  IV  -53,  art.  298-2:/» 


§  3.  —  Determinanti  minori. 

298.  Con  alcune  linee  di  una  matrice  (rettangolare  0  qua- 
drata) può  occorrere  di  dover  formare  altre  matrici.  In  tal  case 
si  conviene  di  conservare  alle  linee  della  nuova  matrice,  che  si 
dirà  tma  minore  della  data,  lo  stesso  ordine  di  successicne 
della  data  ;  sicché  la  nuova  si  ottiene  dalla  prima  scpprimendc 
quelle  righe  e  colonne  che  non  ne  devono  far  parte. 

Così  da  una  matrice  rettangolare  di  m  righe  ed  n  cclcnnc 
si  può  dedurre,  p.  es.,  un  sistema  di  matrici  quadrate  diverse 
combinando  ad  m  ad  m  le  colonne  se  è  n  >  tw,  ovvero  ad  n  ad  n  le 

righe  se  è  n  <  7n.  Quindi  si  potranno  ottenere  (       j  ovvero  1  '  ) 

matrici  quadrate  diverse. 

Per  esempio  dalla  matrice  rettangolare 

a     ò     e     d     e 
^i    ^1    ^1    ^i    ^i 

O2       h       <"«       ^2       ^8 

si  possono  dedurre  i  dieci  determinanti  diversi 

(a&iCj),    (0^1  cf,),    {al^e,),    (ac^d^),    (ac,e^), 
(ad,e^)y    (bc^di)y    (àc,e^),    (àd.e^l    {cd^e^). 

299.  In  un  determinante  di  ordine  n  si  sopprimano  m  righe 
ed  altrettante  colonne  :  il  determinante  che  ha  per  matrice  g'i 
(n  —  inf  elementi  rimasti  si  dice  un  deierniinanie  minore^  e. 
brevemente,  un  7nìnore  di  ordine  n  —  m  del  dato. 

Gli  m*  elementi  comuni  alle  m  righe  ed  m  colonne  sop- 
presse formano  un  altro  minore  di  ordine  m. 

I  due  minori  diconsi  complementat^  0  complementi  /'w"^ 
delValtro. 

Cioè  :  due  minori  complementari  si  ottengono  trascu- 
rando nel  determinante  dato  le  linee  che  entrano  a  costituire 
l'altro. 


IV  -  S  3,  art.  299-300. 
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Siane,  p.  es.,  r^,  r^,",  r^  gli  indici  che  definiscono  ra 
righe  di  un  determinante  [n\,  ed  5,,  8,,-,  .s  quelli  che  defi- 
nisccnc  m  colonne.  11  minore  formato  con  queste  linee  è 


a 

a 

m  • 

a 

1  tn 

a 

a 

•  • 

a 
Vi 

• 

■ 

•   • 

• 

a 

a 

•  « 

a 

a  condizione  che  gli  indici  ?*  ed  s  procedano  in  ordine  diretto. 
La  sua  matrice  è  contenuta  in  ciascuna  delle  due  matrici  ret- 


tangolari 

a  ^  a  ^  "  a 

%%•• 

""• 

a  .  a  ^  "  a 

5 

"^'^  %•' 

«^v 

•          •        •  •         • 

•            .      •• 

• 

m          I/i               m 

a      a      ' 

fermate  rispettivamente  colle  m  orizzontali  r  ,  r  ,  ••,  r  ,  e  colle 

m  verticali  .s, ,  8„,-,  .<?  . 

300.  Se  chiamiamo  cnraifen'sifca  di  una  matrice  il  più  alto 
grado  di  determinanti  minori  non  pulii  in  essa  contenuti  (cioè 
un  numero  k  tale  che  almeno  uno  dei  suoi  minori  di  ordine  h 
sia  diverso  da  zero,  e  tutti  i  minori  di  ordine  superiore  a  k  siaPD 
eguali  a  zero),  si  ha  il  seguente  notevole  teorema  : 

Lue  anatrici  (lerivabili  Vnna  dall'altra  hanno  caraiie- 
ri8tìche  eguali. 

Infatti,  basterà  dimostrare  che  la  caratteristica  di  una  ma- 
trice non  è  alterata  da  nessuna  delle  tre  operazioni  definite  al- 
l'art. 213  che  servono  a  dedurre  da  una  matrice  tutte  le  sue 
infinite  derivate.  Ora  ciò  è  senz'altro  evidente  per  le  due  prime 
operazioni,  giacche  se  si  scambiano  fra  loro  due  linee  della 
matrice  ovvero  si  moltiplica  una  linea  per  un  fattore  X  diverso 


302 
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da  zero,  i  determinanti  minori  della  nuova  matrice  ottenuta 
coincidono  con  minori  delle  primitive,  ovvero  dififerisccno  da  essi 
tutt'al  più  pel  solo  segno  o  pel  fattore  X  diverso  da  zero. 

Basterà  dunque  far  vedere  che  la  caratteristica  di  una 
matrice  non  si  altera  se  agli  elementi  di  una  linea  si  aggiun- 
gano quelli  di  un*  altra,  moltiplicati  per  un  fattore  comune  /  : 
e  siccome  già  si  è  notato  che  la  caratteristica  non  si  altera  per 
lo  scambio  di  due  linee,  si  potrà  sempre  supporre,  senza  nu:- 
cere  alla  generalità  della  dimostrazione,  che  agli  elementi  della 
prima  riga  della  matrice 


(0 


«1    &,  ••  /j 


a     b 


n 


l 


si  aggiungano  quelli   della  seconda  moltiplicati   per  il  fattcre 
comune  X,  con  che  essa  si  cambia  nella  matrice  derivata 


(2) 


a^  4-  ^'^2      ^  -h  'A  ••  h  +  ^-4 


U 


a 


l 


Ciò  posto,  siano  rispettivamente  /{  e  A'  le  caratteristiche 
delle  due  matrici  (i)  e  (2).  Poiché  h  e  il  più  alto  grado  di  mi- 
nori diversi  da  zero  contenuti  in  (i),  tutti  i  determinanti  mi- 
nori contenuti  in  (1)  il  cui  ordine  sia  superiore  a  h  saranno 
nulli.  Se  ora  si  considera  uno  qualunque  dei  minori  contenuti 
in  (2)  di  ordine  superiore  a  7f,  potranno  presentarsi  due  casi. 
O  esso  coincide  con  un  minore  dello  stesso  ordine  di  (i)  ^ 
quindi  sarà  nullo  ;  ovvero  esso  si  potrà  decomporre  nella  somma 

i4-hXB 
dove  A  e  B  sono  minori  dello  stesso  ordine  composti  esclusi- 


J 


1\*  -  5  3?  art.  3oo-3o2. 


3o3 


vamente  con  linee  della  (i),  e  sarà  quindi  del  pari  nulle.  I  de- 
terminanti minori  della  matrice  (2)  di  ordine  superiore  a  k  seno 
dunque  nulli  ;  epperò  si  avrà  necessariamente 


(*) 


k'<h. 


Nello  stesso  modo  si  dimostrerebbe  che  dev'essere 


0) 


< 


A', 


poiché  la  matrice  (i)  si  ottiene  dalla  (2)  in  modo  analogo  a 
quello  con  cui  della  (i)  si  era  derivata  la  (2),  cioè  aggiun- 
gendo  alla  prima  linea  della  (2)  la  sua  seconda  linea  moltipli- 
cata pel  fattore  — /.  La  coesistenza  delle  due  diseguagtianze 
(jt)  e  (^)  ci  dà  dunque  appunto 

come  si  era  asserito. 

301.  Più  tardi  dovremo  invocare  il  teorema  ora  dimostrato , 
e,  dovendolo  applicare  ai  determinanti,  chiameremo  per  brevità 
deicr^minanli  deHvati,  due  determinati  le  cui  matrici  siano 
derivabili,  e  caratter^istica  di  un  determinante  la  caratteristica 
della  sua  matrice.  Cosi  p.  es.  i  due  determinanti 


0    0    0 
13    2 


3    5    0 


1    3    2 

3    5    0 
1    3    2 


seno  derivabili  Tuno  dall'altro  ed  hanno  per  caratteristica  comune 
il  numero  2. 

302.  Con  una  matrice  di  m  righe  di   un  determinante  di 

ordine  n  si  possono  formare  l  '    \  minori  diversi  (almeno  per 

una  colonna)  di  ordine  m^  e  per  ciascuno  di  essi   si  può  for- 
mare il  suo  complementare  di  ordine  n  —  m.  Quindi  dall'intero 


determinante  si  possono  ottenere 


C) 


minori  diversi  di  or- 


3o4  IV  -  5  3,  art.  3o3-3o-;. 


dine  ni  ed  altrettanti   rispettivamente  complementari  di  ordine 
n  —  m. 

303.  Due  minori  di  un  dato  determinante  si  dicono  conhigaU 
se  gli  indici  che  definiscono  le  orizzontali  dell'  uno  definisccnc 
invece  le  verticali  dell'altro. 

Così,  p.  es.,  i  -t  «2  ^3  ^5 ,  2  zh  &i  c^  r^  sono  minori  coniugali 
del  determinante  2  :  t-  a^  h^  c^  d^  e^. 

Se  gli  indici  delle  righe  e  colonne  sono  eguali,  il  mincre 
ha  per  coniugato  se  stesso  e  dicesi  principale. 

Le  linee  perpendicolari  del  primitivo  costituenti  un  mi- 
nore principale  seno  due  a  due  coniugate,  quindi  gli  elementi 
principali  di  questo  minore  seno  anche  elementi  principali  nel 
dato.  11  complemento  di  un  minore  principale  è  pure  un  mi- 
nore principale. 

304.  Nei  converremo  di  disporre  in  ordine  diretto  gli  ele- 
menti di  ogni  combinazione  e  di  individuare  la  medesima  con 
un  numero  d'ordine  in  base  al  seguente  criterio. 

Prese  due  combinazioni  qualunque 

«1   O^e  «3    • 

scritte  in  ordine  diretto,  sia  a.  il  primo  dei  numeri  a  che  ncn 
coincide  col  ccrrispcndente  p^  dei  numeri  |3.  Allora  si  darà  alla 

prima  combinazione  un  numero  d' ordine  (indice)  maggiore  e 
minore  di  quelle  deiraltrci,  seccndcchè  a.  sia  maggiore  o  mi- 
nore di  [i.. 

Cesi,  p.  es.,  le  combinazioni  a  3  a  3  dei  numeri  1,  2,3,4,5 
si  dovranno  scrivere  ed  ordinare  come  segue  : 

io)        345, 


1) 

123 

7) 

234 

2) 

124 

8) 

235 

3) 

125 

9) 

245 

4) 

134 

5) 

135 

6) 

145 

IV  .  5  3.  art.  3o5.  3o5 


deve  ciascuna  combinazione  ha  un  posto  determinato  definito 
qui  dai  numeri  d'ordine  i),  2),  3)- 

305.  Con  una  matrice  rettangolare  di  m  righe  ed  n  colonne 

si  possono  formare  (      J  determinanti  minori  di  ordine  w,  se 

à  m'^n.  A  ciascuno  di  essi  corrisponde  una  determinata  com- 
binazione di  colonne,  ed  inversamente  ;  quindi  il  numero  d'  or- 
dine di  questa  individua  il  determinante.  Ordinando  tali  deter- 
minanti secondo  l'ordine  di  queste  combinazioni,  si  ha  il  si- 
Melila  ordinato  dei  determinanti  della  viatrice. 
Cosi,  p.  es.,  dalla  matrice 

^1    ^2    ^3    ^4 

&1       ^       &3       ^4 

si  deduce  il  sistema  ordinato  dei  suoi  determinanti 

I)       («A).  2)        (a  fi,),  3)        (a  fi,) 

4)       (^A)>  5)       {a  fi,),  6)        (a  fi,), 

ciascuno  dei  quali  ha  il  posto  determinato  dai  numeri  d'ordine 
0,    2),    3),.. 

Del  pari,  da  un  determinante  di  ordine  n  si  può  dedurre 
un  sistema  ordinato  di  matrici  combinando  ad  ^n  ad  in  0  le 
righe  0  le  colonne.  Ad  ogni  matrice  si  dà  il  numero  d'ordine 
della  combinazione  corrispondente  ;  così  un  minore  qualunque 
è  definito  dai  numefi  d'  ordine  delle  due  matrici  una  di  oriz- 
zontali l'altra  di  verticali,  aventi  in  comune  quel  minore. 

Così,  p.  es.,  il  minore  (o^c,d.)  di  {afi^Crfì,p^  è  definito  dai 
numeri  9  e  4,  poiché  il  numero  9  definisce  la  matrice  formata 
colle  orizzontali  2%  4*  e  5*,  e  il  numero  4  la  matrice  delle  ver- 
ticali a,  e,  d. 

Dato  un  determinante  [n*],  si  indicherà  spesso  con  m^^  il 

suo  minore  di  ordine  m  definito  dalla  r"»»  combinazione  delle 
righe  e  dalla  $«»  delle  colonne.  Così  il  minore  {o^c,^^)  del- 
l'esempio  precedente  può   indicarsi   con  3^^,    e  il  sistema  dei 

t'.  Girblerl  e  A.  Cftp«lll  -  Analièi  algebrica.  20 
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minori  di  grado  m  di  [n*]  è  costituito  da  /<*  =  f      J    determi- 
nanti m     per  r  ed  s  —  1,  2,  -,  /?. 

306,  Si  dirà  classe  di  un  minore  la  somma  dei  numeri  di 
ordine  di  tutte  le  linee  che  lo  formano.  Quindi  la  somma  delle 
classi  di  due  minori  complementari  sarà  evidentemente  eguale 
al  doppio  della  somma  dei  numeri  d'ordine  delle  linee  del  pri- 
mitivo ;  onde  si  vede  che  : 

Le  classi  di  due  minori  complementari  sono  entrami 
pari  ovvero  entrambe  dispari. 

307,  Si  chiama  aggiunto  od  anche  compleìnento  algebrico 
di  un  dato  minore  il  suo  complemento  moltiplicato  per  (-1) 
elevato  alla  sua  classe.  Quindi,  se  la  classe  di  un  minore  è 
pari,  il  suo  aggiunto  coincide  col  complemento  ordinario,  e  ne 
differisce  scio  pel  segno  S9  è  dispari. 

E  manifesto  che  l'aggiunto  di  un  minore  principale  coin- 
cide sempre  col  suo  complemento  ordinario. 

In  particolare,  il  complemento  di  un  minore  costituito  di 
un  solo  elemento  è  il  determinante  ottenuto  dal  primitivo  tra- 
scurando le  due  linee  perpendicolari  incrociantesi  in  quell'ele- 
mento. Il  suo  aggiunto  si  ottiene  moltiplicando  quel  comple- 
mento per  ( —  1)  elevato  alla  somma  dei  numeri  indicanti  il 
posto  delle  due  linee. 

308,  Il  complemento  di  un  minore  m^^  sarà  indicato  spesse 

con  M    e  l'aggiunto  con  [x^^,  il  complemento  di  un  scio  ele- 
mento a     0  c^  con  A^^  o  C    ed  il  suo  aggiunto  con  a^^  o  7^. 
Con 

r  r         ^  '•       r 

m-t-l'         tn-l-2'      '  n 

m-hl'         «H-2'      '         n 

saranno  indicati  rispettivamente  i  numeri  d'  ordine  delle  righe 
e  colonne  di  [n*]  costituenti  M  ,  Queste  linee  sono  quelle  che 

rimangono  sopprimendo  le  righe  r^,     ^2»"'    ^m  ^  le  colonne 

'V.  -    s^."<t    s     che  definivano  il  minore  m   . 

1  2'  m  ra 
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309.  Se  gli  elementi  posti  simmetricamente  rispetto  ad  una 
diagonale,  p.  es.,  gli  elementi  coniugati  a    ed  a    ,  sono  eguali; 

ovvero  eguali  ed  opposti,  od  anche  complessi  coniugati,  allora 
i  minori  della  forma  7n     ed  7n     dipendono  Y  uno  dair  altro  in 

maniera  semplice,  come  vedremo  per  ciascun  caso  separa- 
tamente. 

1)  Sia  a    =  a   ,  nel  cqual  caso  il  determinante  [?i'J  si 

dice  simmetrico.  Innanzi  tutto  si  vede  subito  che  anche  i  mi- 
nori principali  sono  determinanti  simmetrici.  Ed  ora  si  ha,  cam- 
biando le  righe  in  colonne, 


jéi 


T» 


a        a        -a 


a        a 


a 


'■2'« 


•  • 


a 


a 


a 


'«  '1      ""m  '2  ''m  •■ 


a        a        '-a 


a        a        "  a 
^\  '2     •'2  '2        •'m  '2 


a        a         -a 

*•!  'm      ''2  'm  '"m  'm 


Ma  per  \  ipotesi  a    =  a^^  Y  ultimo  determinante  è  eguale  a 


a        a         ••  a 


a        a         ••  a 
•2  •'1     *2  •'2  '2  ''1 


a 


a 


a 


•m^l      '«'2  '.n  '- 


cioè  ad  m    .  Dunque,  se  a    =  a   ,  è  pure  7n    =  m   ,  cicò  : 

/  minori  coniugati  di  un  determinante  simmetrico  sono 
eguali. 

Donde  segue  in  particolare  che  : 

lìi  un  determinante  simmetrico  gli  aggiunti  di  due  eie- 
rnenti  coniugati  sono  eguali. 

2)  Sia  a    :=  —  a    ,  quindi  a    =  0  ;  in  questo  caso    il 

determinante  si  dice  emisimmetrico  (gobbo  simmetrico).  Pri- 
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mieramente   è    chiaro  che  anche  i  minori  principali  seno  de- 
terminanti emisimmetrici.  Se  ora  si  moltiplicano  per  (—1)  tutte 


le  colonne  di  m     si  ha: 

—  a        —  a 

—  a 

(-  1)"  ^r.  - 

—  a        —  a 

• 

—  a 

• 

—  a        —  a 

—  a 

quindi,  per  Y ipotesi  —a    =  a   , 


( —  1)*  m    =  m   , 


cioè: 


/  nunori  coniugati  di  un  determinante  emisimniefrìc" 
sono  eguali  se  di  ordine  pariy  e  sono  eguali  ed  opposti  se  d' 
ordine  dispari. 

In  p£irticolare  si  deduce  di  qui  : 

a)  Gli  aggiunti  di  due  elementi  coniugati  di  «n  de- 
terminante emisimmetrico  sono  eguali  se  il  determinante  è 
di  ordine  dispari,  e  sono  eguali  ed  opposti  se  esso  è  di  or- 
dine pari. 

b)  I  minori  principali  di  ordine  dispari  di  un  deter- 
minante emisimmetrico  sono  nulli. 

e)  Nei  determinanti  emisimmetrici  di  ordine  pciJ*^  ^* 
nullo  l'aggiunto  di  ogni  elemento  principale. 

d)  Un  determinante  emisimmetrico  di  ordine  dispari 
è  nullo. 

3)  Siano  a^^  ed  a  numeri  complessi  coniugati,  quindi 
a    un  numero  reale.  Il  minore  m    avrà  un  valore  della  ferma 

Tr  TÈ 

a  -h  it).  Ma  cambiando  /  in  —  i  nel  determinante  m^^  qu^^^' 
per  ipotesi  si  muta  in  m   ,  quindi  si  avrà 


m^^  =  a  —  ib. 
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Di  qui  segue  in  particolare  che  ogni  minore  principale  ha 
un  valore  reale. 

310.  Vogliamo  ora  mostrare  come  lo  sviluppo  di  un  deter- 
minante si  possa  ottenere  per  mezzo  di  determinanti  di  ordine 
inferiore,  premettendo  a  tal  fine  il  seguente  lemma. 

Si  considerino  le  due  permutazioni  di  linee 


0) 


'  1  'a  m     «-4-1      «-4-2  n 


12  mm-4-1      11-4-2  n 


costituenti  i'  minori  complementari  m    ,  Af   .    In   ciascuna   di 

esse  i  primi  m  indici  non  fanno  inversioni  fra  loro  e  cosi  gli 
ultimi  n  —  7W,  poiché  ogni  gruppo  è  per  convenzione  in  ordine 
diretto;  quindi  le  inversioni  nelle  permutazioni  (i)  si  ridurranno 
a  quelle  dei  primi  m  indici  coi  rimanenti.  Ma  r^  fa  inversione 

con  r  —  1  indici,  r^  con  r^ — 2,  ecc.,  r^  con  r^ — m;  quindi 

le  inversioni  sono  rispettivamente  in  numero  di 

7n(m  -f  1) 
r^+r^-f  •  -f  r^ ^2 

m(m  -^  ì) 
Sj  -+-  s,  -f  •  -f  s^ 2 • 

Dopo  ciò  è  facile  vedere  che  : 

Il  prodotto  di  un  minore  pel  suo  complemento  algebrico 
dà  una  parte  dello  sviluppo  del  determinante  primitivo. 

Infatti,  poiché  le  due  permutazioni  di  indici  nel  termine 
principale  di  un  minore  m^^  non  contengono  inversioni,  si  ha 
per  rart.  279: 

m    =  >    (—  1)**'  a        a        -a 

"  Z—  •^m-Hl  "m-4-l  %  "n 


3 IO  IV  -  §  3,  art.  3io-3ir, 

■t       II.-. 

dove  Wj  Vg  ••  w^  è  una  permutazione  qualunque  (con  te'  inver- 
sioni) degli  indici  s,  s^.  ••  s  ,   similmente  u        ••  w   una  per- 
mutazione  qualunque  (con  te"  inversioni)  degli  indici  s^^^  -  .'^'^ 
e;i  =  r^4-r^-h  .-hr^4-5,+s,+    • -f  s^  . 
Eseguendo  il  prodotto  si  ottiene: 

(—1)  a        -a        a  -  «    „  ? 

dove  la  sommatoria  X'  va  estesa  alle  sole  permutazioni  delle 
5,  s^  ••  s    fra  loro  e  delle  s   ^  .s      ^  ••  6'    fra  loro. 

Confrontando,  questi  termini  di  2'  coi  corrispondenti  del- 
l'intero  determinante  dato    - 

Z( —  1)^    "  a   ,  ••  a        a  -a      , 

*i  m»     fli-4-l«  +  l  «n 

si  vede  che  essi   si   eguagliano  anche  nel  segno.  Infatti  pel 
lemma  premesso  si  ha: 


(-  1)"  ^  (-  1)   ^       *  -  2 


«'-*-«"+•! ■^•2-^-  +.^-  !!^til^ 


(«])«^(^1) 
onde  appunto 

(-l)^-~^(-l) 

poiché  si  può  togliere  dall'  esponente  di  (—  1)  il  numero  pan 

m{m-\-  1). 

Con  ciò  il  teorema  è  dimostrato. 
311,  Colla  matrice  della  m  righe  r^,  r^,  .. ,  r^  del  determi- 
nante dato  [n*J  si  possono  formare  ^  =  (     )  minori  dì  ordine 


IV  -  §  3,  art  3ii.  3ii 

ìéi  da  indicarsi  ordinatamente  (art.  305)  con  m^^,  m^,  ••  ,  ia^^^ 

se  r  definisce  la  combinazione  presa  di  orizzontali;  e  gli   ag- 
giunti rispettivi  saranno  espressi  non  ^ji^^  ^jt^,  -  ,  ^^^, 

Ma  pel  teorema  precedente  ciascun  prodotto  w^JJ-^^ì  dà 
\/n  \n  —  m  termini  di  [?v.*],  e  questi  termini  sono  evidente- 
mente tutti  diversi  da  quelli  di  un  altro  prodotto  m  .  ili  . ,  poi- 
ché i  minori  7n  .,  m  .  differiscono  fra  loro  almeno  per  una 
colonna.  Quindi  la  somma 


m 


ri   t^rl  -^  ^^^2  f^r«  ^"    •    +  '''rH  l^rH 


dà  |m_  |(n  —  m)  l  j  termini,  cioè  tutti  gli  [n_  termini  del  de- 
terminante [«*].  Altrettanto  dicaci  per  una  matrice  di  verticali 
N^^,  Sg,  -,  s^  definita  dal  numero  s\  cioè  la  somma 


dà  tutti  e  solo  i   termini  del    determinante.   Si  ha  quindi  il 
teorema: 

Un  determinante  è  eguale  alla  somma  dei  prodotti  di 
tutti  i  minori,  compresi  nella  matrice  fby^mata  con  certe 
linee  parallele  scelte  ad  arbitrio,  pei  rispettivi  complementi 
nlfjebrid. 

Così  il  determinante  {a^  &,  c^  e/J  sviluppato  secondo  i  mi- 
nori delle  due  prime  orizzontali  si  esprime  colla  somma 

(«A)  (C3^J  —  («A)  {b^,)  -t-  (flit/,)  ( V4) 

+  (PiC%)  {(^^a)  —  (PA)  («3^4)  +  (^1^.)  K^)  • 

Del  pari,  sviluppando  secondo  i  minori  della  prima  e  terza 
riga,  si  ha: 

(«1  Vat/^pJ  =  —  {afi^)  (c^d,e^)  -f  (flfiCa)  (b^d^e^  -  (a,d^)  (b^c.e^) 

+  (^1^3)  (^^A)  -  (^^3)  (M/s)  +  (M3)  (^2<^4^5) 

—  (*i^3)  («2^ A)  —(^1^3)  (««^^5)  +  (^1^3)  (^2^5) 

—  (^1^3)  (a^2V5)- 


3l2 


I\'  -  S  3,  art.  3i.j 


312.  Se  una  matrice  di  m  linee  parallele  di  un  determi- 
nante [n*]  ha  nulle  .n  —  in  linee  ad  esse  perpendicolari,  il 
determinante  è  eguale  al  scio  prodotto  del  minore  formato 
celle  m  linee  non  nulle  della  matrice  pel  suo  aggiunto.  Se  di 
quelle  linee  nulle  ve  ne  sono  più  dì  n  —  w,  il  determinante 
è  nullo. 

Ciò  si  rende  chiaro  sviluppando  il  determinante  secondo 
i  minori  compresi  in  queste  m  linee  parallele  aventi  delle  per- 
pendicolari nulle. 

Mettendo  in  evidenza  gli  elementi  nulli  si  ha,  p.  es.  : 


a 


d 


«1  &i  Ci  0  0 

flj  \  Cg  t/,  e^ 

flra  &3  C3  0  0 

a^  h^  c^  0  0 


d     e 


^2    ^t 


«I 

h 

c. 

0» 

h 

Ct 

m 

«^3 

h 

e. 

Come  altro  esempio  si  considerino  le  eguaglianze: 


a  -k-  a'     e  -{-  e' 


a 

e 

e' 

a' 

b 

d 

d' 

V 

b' 

d' 

d 

b 

a' 

& 

e 

a 

U  -\'b       d'  -h  d      d 
a'  -h  a      e'  -h  e      e 


a' 


b  -hb'      d  -hd'     d'     b' 


a 


a  -h  a' 

e  +  c' 

6+6' 

d-hd' 

0 

0 

0 

0 

a-v  (£ 

e  +  c' 

b  +b' 

d  +  d' 

d' 


a' 
V 


d  —  d'     b  —  b' 
e  —  e'     a—  a' 


d  —  d'      b—b' 
e  —  e'      a  —  a' 


IV  -  5  3,  art.   3i3-3i5.  3i3 

313.  È  nulla  la  somma  dei  prodotti  di  tutti  i  minori 
compresi  in  una  matrice  di  m  linee  parallele  di  un  deter- 
minante [n*]  per  gli  aggiunti  7^ispettivi  dei  minori  compresi 
in  un'  altra  matrice  di  m  linee  parallele  alle  prime. 

Infatti,  sviluppando   il   determinante   secondo  i  minori  di 
ordine  w  della  r"»  combinazione  dì  righe,  si  ha: 


Se  ora  al  posto  di  queste  m  righe  se  ne  pongono  77i  for- 
manti un'  altra  combinazione  s"**",  si  ottiene  un  nuovo  deter- 
minante, il  quale  sviluppato  secondo  i  minori  delle  stesse  ri- 
ghe può  esprimersi  con  la  somma 


m 


.1   :^l  -^  ^^2  /^r2  ■*-    ••  +  ^^A^rA' 


poiché  gli  aggiunti  l^rV  1^t2'' " '' l\h  dipendono  dalla  n  —  m 
righe  rimaste  la  stesse  nei  due  determinanti.  Ma  il  nuovo  de- 
terminante ha  almeno  due  righe  eguali,  quindi  è  nullo,  come 
doveva  dimostrarsi. 

314.  Di  qui  segue  che  le  somme 

sono  nulle  per  r  ed  5  diversi  fra  loro,  ma  per  r  ed  5  eguali 
danno  il  valore  del  determinante  [n*].  Le  prime  due  servono 
allo  sviluppo  del  determinante  con  minori  di  ordine  m,  le  altre 
allo  sviluppo  secondo  gli  elementi  di  una  stessa  linea. 

315.  Raccogliamo  alcune  fra  le  proprietà  più   utili   in    pra- 
tica che  scendono  spontanee  dalle  precedenti. 


3i4 


IV  -  §  3,  art  3i5. 


1.  Se  gli  elCTìienti  di  \ina  linea  son  tutti  nulli  salvo  imn, 
il  determinante  si  riduce  al  prodotto  dell'ele7nento  non  nulh 
pel  suo  aggiunto. 

Di  qui  un'  altra  maniera  per  dimostrare  le  proprietà  d) 
deirart.  285. 

IL  Se  gli  elementi  di  una  linea  sono  tutti  nulli  'salto 
uno,  quelli  deW altra  linea  passante  per  V elemento  non  nullo 
possono  prendere  valori  qualunque  senza  che  cambi  il  valore' 
del  determinante. 

Si  ha  p.  es. 

m  r  s  t 

0  a  b  e 

0  d  e  f 

{}  g  II  l 


m  n 

P 

Q 

0    a 

b 

e 

0    d 

e 

f 

0    g 

h 

l 

;?i  0  0  0 

X  a  b  c 

y  d  e  f 

z  g  h  l 


=:  ••  =m 


a  b  e 
d  e  f 
g    h    l 


III.  Un  determinante  può  mettersi  sotto  forma  di  alin 
di  oì^dini  più  elevati 

Si  ha,  p.  es.  : 


a    b 

\    r    s 

10    0    0 

e    d 

0    a    b 

m    l    r    s 

0    e    d 

n    0   a    b 

p    0    e    d 

In  particolare,  raggiunto  a  di  a  è  eguale  al  determi- 
nante primitivo  [n*],  in  cui  si  sostituisca  a  con  1  e  gli  ^^ 
elementi  della  riga  ?*««  o  della  colonna  s"'»  con  zeri. 


IV  -  S  3,  art.  3i5-3i6. 


3i5 


Così,  dato  il  determinante 


a  b  e  d  e 

a^  bi  Ci  d^  Ci 

a,  6,  e,  d^  e^ 

^3  ^3  ^Z  ^3  ^3 

«4  64  C4  ^4  64 


si  può  scrivere,  p.  es.  : 


''3= 


a  b  e     d  e 

a,  &x  Cj    di  e, 

a,  &,  e,    cTj  e, 

0  0  10  0 

«4  64  C4      (^4  64 


=  (-1) 


4-4-3 


a     b     d     e 


^1    ^1    ^1    ^1 
a,    ft,    ^t    ^2 

^4       &4      ^4      ^4 


,  ecc. 


316.  Dalle  proprietà  sopra  dimostrate  si  deduce  facilmente 
il  seguente  importante  teorema: 

Se  un  determinante 

è  uguale  a  zero»  ed  ol^^  indica  V  aggiunto  dell'  elemento  2,.j^ , 
*v/  ha  l'eguaglianza 


«r.  «I«  =  ^'ts  ^ru 


per  tutti  i  possibili  valori  degli  indici  r,  s,  t,  u. 


3i6 


IV  -  S  3,  art  316-317. 


forma 


Infatti,  un  aggiunto  qualunque  a     può  mettersi  sette  la 


a 


r» 


11  1,  «  —  1  i«  1,  «-I-1  m 


0 


a 


«1 


•      • 


r  — 1,  l  r  — 1,  •  — 1  r  — 1,  •  r— 1,  «-f-l  r  — 1,  » 


0 


0 


fi,  «'«  1  tu 


0 


^r-hl,  1    •   ^r-hl.  .-1    •   ^r  +  1,  •        ^r  +  1,  #-»-l     '  ^t^\% 


ft,  <  •4-  1  R» 


Aggiungendo  alla  colonna  w*»»  moltiplicata  per  a^^  le  altre  ri- 
spettivamente moltiplicate  per  a^p  a^g,  •• ,  tutti  gli  elementi  di 

tale  colonna  diventano  nulli  per  Tipotesi  \r?\  =0,  salvo  relementc 
di  posto  r"®  che  diventa  eguale  ad  a^.  Si  ha  quindi  (art.  dio,  I) 


««  «<«  =  «-  « 


t«  ">« 


come  si  è  asserito.     * 

3i7.  I  metodi  indicati  per  lo  sviluppo  dei  determinanti  sene 
in  generale  laboriosi;  e  in  pratica,  in  ispecie  per  determinanti 
numerici,  si  cerca  di  abbreviarli  trasformando  il  determinante 
in  altri  di  ordini  inferiori. 

Così,  p.  e.,  «si  ha  successivamente 


^1111 


—  1 

1 

1 

1 

1        1 

1 

1 

1        1    - 

-  1 

1 

1        1 

1 

—  1 

0    2    2 

—  — 

0 

2    2 

2    0    2 

0 

—  2    2 

2    2    0 

2 

2    0 

0  0  2  2 
0  2  0  2 
0      2      2     0 


=  -8 


1    1 
—  1    1 


=  -16. 


IV  -  S  3,  art.  317. 


3i7 


11  secondo  determinante  si  deduce  dal  primo  aggiungendo 
la  prima  riga  a  ciascuna  delle  seguenti,  il  quarto  dal  terzo  to- 
gliendo dalla  seconda  riga  la  terza,  ecc. 

Si  hanno  pure  le  successive  eguaglianze 


9    13    17      4 

1114 

r:= 

1111 

18    28    33      8 

2    4    18 

2    4    11 

30    40    54    13 

4    1    2    13 

4    12    6 

24    37    46    11 

2    4    2    11 

2    4    2    3 

2      —  1      -  1 


—  3      —2 
2  0 


1 


—  1      —  1 


—  7      —  2 


0 


0 


=  —  lo. 


Qui  il  secondo  determinante  si  deduce  dal  primo  togliendo 
dalla  1%  2%  3*  colonna  la  4""  rispettivamente  moltiplicata  per 
2,  3,  4  ;  il  terzo  si  deduce  dal  secondo  togliendo  dalla  4*  co- 
lonna la  somma  delle  altre,  ecc. 

Ma  questi  ed  altri  artificii  giovano  anche  per  ottenere  più 
speditamente  gli  sviluppi  di  determinanti  speciali,  come  si  mo- 
strerà nel  seguente  paragrafo. 


3i8 


IV  -  §  4,  art.  3i8. 


54.  —  Applicazioni  a  determinanti  speciali. 


318.  Si  consideri  il  determinante 


A  = 


1 


a. 


a. 


a. 


n  —  l 


a 


a. 


a 


«  — 1 
2 


1 

a 
1 

a 


n 


a 


n  — 1 


le  cui  righe  seno  formate  celle  potenze  di  grado  0,  1,  2,  -,  ^i  — - 1 
dei  numeri  o.^  a^^  -  ^  o  . 

1'     2'       '     n 

Per  ottenere  speditamente  il  suo  sviluppo  si  tolga  da  cia- 
scuna riga  la  precedente  moltiplicata  per  a^  Allora  è  facile  ve- 
dere che  A  può  mettersi  sotto  la  forma 


A  =  («2  -  a^)  (^3  -  ^1)  ••  {a^  —  a^) 


a 


2 


a 


2 

2 


1 
a 

I 

a. 


_n  —  2        n  —  2 


1 

a 
f 

< 
a 


a. 


-2 


cioè  può  esprimersi  col  prodotto  di  binomi  (o^  —  a)  per  un  de- 
terminante della  stessa  ferma  costituito  cci  numeri  a,,  o^,  -,  ^.• 

Operando  su  questo  nuovo  determinante  come  sul  prime,  e  cesi 
continuando,  si  vede  che  A  è  esprimibile  col  prodotto 


1^   "  S  4»  ^^'  3 18-319. 


3i9 


(««- 

-«l)(«3        «l)"(«»-l        «l)(«»        «l)X 

X(«8-«2)"(«n-l        ««)K        «2)X 

X X 

X  (««-i-««-8)  (««-«— 2)  X 


,.  1 


ccmposto  di  —  n  (n  —  1)  fattori  binomi. 

Ora  due  binomi  moltiplicati  fra  loro  producono  2*  termini, 

ire  binomi  2^  ecc.;  quindi  il  prodotto  A  produce  2  *  ter- 

mini, di  cui,  fatte  le  riduzioni,  dovranno  rimanere  solo  |  w,  nu- 
mero dei  termini  del  determinante  di  ordine  n  equivalente  al 
predotto  medesimo.  Dovendo  dunque  eseguire  il  prodotto  delle 
differenze  due  a  due  di  più  numeri,  è  opportuno  di  calcolare 
invece  il  determinante  equivalente.  Infatti  nel  caso  di  3  numeri 
si  calcolano  6  termini  invece  di  8,  nel  caso  di  4  numeri  si  cal- 
colano 24  termini  invece  di  64,  nel  caso  di  5  se  ne  calcolano 
120  invece  di  1024,  e  così  via. 
310.  Così,  p.  es.,  si  ha: 


1 


1 


a 


a' 


r.2 


(ò  —  a)  (e  —  a)  (e  —  6), 


mentre  sviluppando  il  determinante  secondo  gli  elementi  della 
prima  riga  si  ottiene 

==  ab(b^  a)-^  bc  (<?  —  6)  +  ca  (a  —  e). 

Ccnfrcntando  i  due  risultati  si  deduce  : 


ab 


+ 


bc 


+ 


ca 


(c-a)(c  — &)  ^  ia--b)(a  —  c)  ^  {b  —  a){b  —  c) 


1. 


320 


IV  -  5  +  ^'  3i9-j-vJ 


Cerne  altro  esempio  si  consideri  il  determinante 


a' 


al 


hm       lì-ù 


e*        cn        n* 


che  può  mettersi  setto  la  forma 


^ 

l 

f 

1 

a 

àf 

a«  h*  e* 

1 

T 

^ 

n 

n^ 

! 

1 

e 

e* 

onde  si  avrà  : 

a' 


al 


bm       Vi} 


r.S 


cn 


re 


=  (am  —  bl)  (an  —  ci)  {bn  —  crai 


320,  Posto  al  solito. 


(:)= 


m  \       m(7n  —  l)--(m  — n-fl) 
n  /  1  .  2  ..  n 


si  dimostra  subito  Teguaglianza 


m  +  n—1 


(7)  rv)  ••  ( 


) 


mi 


m-^n-hl 


)■■{ 


'  m  +  2n  —  1 


n 


) 


==1 


seguendo  una  via  analoga  alla  precedente. 


IV  -  5  4?  ^^^-  320-32I. 


321 


Infatti,  togliendo  da  ciascuna  riga  la  precedente,   e  ricor- 
dando la  formola  (3)  dell'art.  195^ 


(:)-( 


m —  1 
k 


)=("=;)• 


si  vede  che  il  determinante  dato  è  esprimibile  con  uno  della 
stessa  ferma  di  ordine  inferiore.  Ma  uno  di  secondo  ordine  ha 
per  valore  1  ;  dunque  accadrà  lo  stesso  del  dato  indipendente- 
mente da  m  e  da  p. 

321.  Si  consideri  il  determinante 


1 

2 


2 


a, 


a 


2 


1 
a 

s 
a 


n 
2 


a. 


—  i 


a. 


—  i 


a 


r  — 1 


a. 


r-4-l 


a. 


r-4-l 


a 


r-l-l 


or. 


fl. 


a 


le  cui  righe  sono    formate   colle  potenze  di  grado  0,  1,  2,.., 
r  —  1 ,  r  +  1 , .. ,  n  dei  numeri  ^, ,  a^ ,  •• ,  a  . 

Sviluppando  il  prodotto  degli  n  binomi 


ra;- 


«i)  (^  -  «)«  ••  (^  -  «») 


si  trova 


n        _       n  —  1    .     ^       n  — 2 


*  —  C^  a? 


+  C,aj''~'  — ..  + (-l/Ca?*""4--  +  (-l)V  , 


dove  (7  indica  la  somma  di  tutti  i  prodotti  ad  r  ad  r  dei  nu- 
n^eri  a^,  a  ,  -,  a^.  Ora  quel  prodotto  si  annulla  manifestamente 
per  a?  =  a^ ,  a^j ,  ■• ,  a„  ,  quindi  si  avrà  : 

<>'•  Garblerl  e  A.  Capelli.  •  AnaU»i  algebrica,  21 


322 


IV  -  §  4^  art  321. 


a.  = 


a  ^  = 


a    = 


c.«r 

.1 

^2 

n 

«1 

C,al- 

'  1 



% 

n 
«2 

• 

1 

— 

C. 

n 

a 

—  2 


H (— 


—  2 


~a 


-*- 


(- 


ire 


+  --(-i)c  . 


Ponendo  questi  valori  nel  determinante  A^;  esso  può  scompcrsi 
nella  somma  di  n  determinanti  della  forma: 


(-i)'-'c 


a. 


a 


a 


a 


r  — 1 


r-hl 


a 


a 


r  — 1 


r^l 


a 


»— l 


a 


•— 1 


a,  .-     a   - 

I  II 


Ciascuno  di  questi  ha  due  righe  eguali  salvo  quello  ccr- 
rispondente  al  valore  n  —  r  di  s  ;  quindi  si  ottiene  : 


A   =(-1)—' '-^C 


Il  —  r 


a. 


a. 


r— 1 


a 


r-hl 


a. 


a. 


n^l 


..    1 


a 


••      • 


a. 


a 


r'-l 


-Hi 


••     • 


a 


a 


n  — 1 


}V  -  S  4,  art.  321-322. 


323 


cicè,  scambiando  successivamente  T  ultima  riga]  con  [ciascuna 
delle  n  —  r  —  1  precedenti , 

Cesi,  p.  es.,  si  ha: 


1111 


a     b     e     d 
a'    V    &    (P 
a*    h'    e'    d' 


=  (a  -f  &  +  e  +  rf) 


1111 


a  ò  e  d 
a*  ft*  e*  d* 
a^    6^    e'    rf' 


322.  Si  consideri  un  determinante  simmetrico  della  forma 


P  = 


a. 


a. 


a, 


a 


1»  — 1 


a 


2 


a 


n 


n  —  1  n 


O 


2n^2 


deve  sono  eguali  gli  elementi  situati  sopra  parallele   ad    una 
delle  diagonali  (qui  si  è  considerata  la  seconda). 
Colla  serie  dei  numeri  dati 


^0'    ^1'-  '  «2»- 


2 


si  formino  le  prime,  seconde,  terze,  ecc.  differenze,  cioè  si  faccia 


a. 


\l  -  A.  = 

^.1  -  A.  ^ 


^0  —  ^1  > 

«8  —  «l     —  -^11  5     «3    —  ^«    —  A„  , 

^    ^,, 

^.2           ^11  —  ^n  5    ^13           -^12  -—  ^M  > 

^^  =  ^3, 

^22  —  '^21  —  ^31>" 

^3           A„ 

•  • 

—  «3=A 


139 


324 


IV  -  S  4^  art.  322. 


Allora  gli  elementi 


«o>  ^l>  ^2»  ^3'  "'  »  ^ 


2»  — 2 


di  P  possono  essere  sostituiti  rispettivamente  dallo  stesse  prime 
termine  a^  e  dalle  differenze  iniziali 


Aj,  Ag,  A3,  ..  ,  A^^_ 


2* 


Infatti,  se  d^  ciascuna  colonna,  a  cominciare  dall' ultima- 
si sottrae  la  precedente,  si  ottiene: 


a. 


a. 


11 


u 


12 


l,n-2 


l,n-l 


n  — 1  ),  n^l         In  l,2ii^3 


Ripetendo  la  stessa  operazione  sulle  nuove  colonne  suc- 
cessive alla  3%  e  così  via,  si  ottiene  similmente: 


P  = 


a 


0 


A. 


'«  —  1 


a 


11 


^21 


••  K-i. 


••     • 


Facendo  ora  altrettanto  sulle  righe  di  quest'  ultimo  deter- 
minante, si  trova  appunto: 


^0         ^1 


«1         S 


a 


n  — 1 


a 


n 


•         ••      • 


n  — 1        n 


a 


A,        A,    ••  A. 


•  ••       • 


K-x  K  ••  K-i\ 


IV  -  S>  4^   ^t-  322. 
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Cosi, 

si  ha,  p.  es.,  l'eguaglianza 

12     4      7 

1     1 

1          0 

2     4     7     12 

1     1 

0          1 

4     7    12    19 

1    0 

1    —  2 

5 

7    12   19    30 

0    1    - 

•  2         5 

poiché  le 

serie  delle  successive  'differenze  sono  comprese  nel 

quadro 

1        2       4        7        12 

19        30 

12        3        5         7 

11 

112        2 

4 

0        10        2 

1          1      2 

2    3 

5. 

In  particolare,  supponendo  che  i  numeri 

« 

S'    ^1'    ••'    Sn-2 

fermino  una  progressione  aritmetica  di  ordine  n  —  1,  cioè  siano 
tutte  eguali  le  loro  (n  —  !)'"•  differenze 


A,^i,  A„_i^,,  A^^,^ 


5    ••     5 


saranno  nulle  le  differenze  di  ordine  superiore;  quindi,  per 
Tart.  285  e\  il  determinante  P  si  riduce  al  prodotto  degli  ele- 
menti della  sua  seconda  diagonale  preso  con  segno  opportuno  ; 
sì  ha  cioè  : 


n(ii-hl) 


^=(-1)      '-       \.y 


Se  invece  i  numeri 


%^    «15  -,  « 


211  —  2 


32Ò 
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formano  una  progressione  aritmetica  di  ordine  inferiore  ad  n  —  1. 
allora  il  determinante  P  è  manifestamente  nullo. 

È  poi  facile  vedere  che  se  i  numeri  a^,  a^ ,  • ,  flgu-e  ^"^ 

in   progressione  geometrica,  il  determinante  P  è  nulle.  Infatti, 
gli  elementi  della  prima  riga  saranno  in  tal  caso  della  forma 


a 


0» 


^i^Q  >       <^iiQ    »••>  ^iiQ 


n  — 1 


e  quelli  della  seconda  della  forma 

onde,  dividendo  questi  ultimi  pel  fattore  comune  q  si  ottiene  un 
determinante  con  due  righe  identiche  e  quindi  nullo. 

323.  Togliendo  da  ciascuna  riga  la  seguente,  il  determinante 


a. 


m. 


in. 


m 


2 


m 


s 


a 


2 


m 


m. 


a 


3 


7W, 


m. 


7n 


2 


m. 


7)1. 


m. 


può  mettersi  sotto  la  forma 


[X]  = 


0 
0 


0 


0 


-X. 


/ 


3 


0 


m, 


0 


m 


2 


0 


m. 


m 


«-^1 


m 


n  — 1 


m 


n  — l 


a 


n  —  1 


ni 


n^l 


n  — 1 

m 


-.1 


m 


ra 


m 


m 


a 


« 


0 

0 

0 

0     ' 

0 

0    i. 

• 

• 

_x 


a 


X 
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Sviluppando  lÀ]  secondo  gli  elementi  della  prima  riga  si  ha 


[>.]  =  \ 


—i 


a 


0 


l 


0 
0 


0 
0 


0 


m. 


0 


«— X 


m. 


in 


it-i 


-X 


a 


-^\ 


0  -A 


0 


3 


8 


0 


0 


0 
0 


0 

711 


..      X 


n  — 1 


1 


m 


8 


m 


n  — 1 


a 


Quest'ultimo  determinante,  avendo  gli  elementi  della  prima 
riga  tutti  nulli,  salvo  uno,  si  trasforma  successivamente  in 


0       -\ 


0 


m. 


m 


a 


=\\ 


0        -X, 


0 


OT, 


m. 


a. 


=  \"  \-i 


0   -X 


OT,       a„ 


=  ^8  ^4  ^6  ••  \  ^V 


L'  altro   determinante,; fattore  di  \,  è  delia  stessa  forma 
di  p.],  ma  non  contiene X.,  quindi,  indicandolo  con  [X,],  si  avrà: 


[X]  =  Xi[Xjl  +  XgX3"X,m^. 
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Analogamente  si  deduce,  essendo  [),j]  della  stessa  forma 
di  [XI  : 

dove  [  Xg]  è  un  determinante  della  stessa  forma  di  [X  ]   non  con- 
tenente Xj  e  Xj.  Così  proseguendo  si  perviene  alla  formcla 

[X)  -  Xj  X,  •.  \^,a^  -f  X,  X3  •.  X^  7n^  -f  X^X3X,  -.  X^Tn, 


(  a 
=  X  )    -  X   '-Ì4- 


'2 


^.-1^ 


Ponendo  m^  =  m^=  -  =m^^:^ od  si  ha  lo  sviluppo   del 

determinante  A  considerato  nell'art.  297y  b). 

324.  Un  determinante  di  ordine  n  si  può  mettere  sotto  forma 
di  un  determinante  di  ordine  n  —  1  nel  modo  seguente.  Sia  : 


R  = 


a. 


a 


8 


a 


2 


l. 


l 


Togliendo  dall'  ultima  colonna  moltiplicata  per  h^  la  pre- 
cedènte moltiplicata  per  /^e  procedendo  analogamente  per  le 
altre,  si  ottiene: 


a^  *i  "h^Rz=i 


a^    b^a^-a^\    c^\-\c^-  h^-KK 
%   h^i-^K   ^2h-^^i"  ^%\-hh 


%    ^«l-^n^     ^«^-^n^r-    ^n^-^^ 


IV  -5  4?  3rt.  324-325. 
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quindi,  essendo  gli  elementi  della  prima  riga   tutti  nulli   salve 
il  primo,  si  ha 


b^c^  -  h^R  = 


«1^2-^2*1'      ^l^2-h^l>'\h-\h 


1»  «1'        In  ni'  in  «1 


325.  Sviluppando  il  determinante 


5  = 


1 

a 

a' 

aa 

1 

b 

b' 

bb' 

1 

e 

e' 

ce' 

1 

d 

d' 

dd' 

secondo  i  minori  delle  due  prime  colonne  (art.  SJl)^  si  ottiene 

(1)    5  =  (a  —  &)  (e  —  d)  c'd'  H h  (e  —  rf)  (a  —  b)  a'b'  -h  •• 

=  A(a'd'-{-Vc')  4-  i? (&' rf' -h  C a')  +  C (e' rf' -f  a' 6'), 


deve  si  è  posto 


.4  =  (6  -  e)  (a  —  d) 
n  =  (c--a)(b'-d) 
Cz={a  —  b){c  —  d). 


Ora  si  ha  manifestamente 


a  — rf       a       1 
b—d       b        1 


e  —  d 


=  0, 


cioè,  sviluppando  questo  determinante   secondo   gli   elementi 
della  prima  colonna  : 


^  -h  J5  -f  C  =  0. 


3:^ 


IV  -  §  4»  art-  325. 


Dunque  la  (i)  può  mettersi  sette  la  ferma 

S  =  A  {o'^f  4-  bV  —  e  a  —  ab)  --  B  (t'<f  +  a'b'  —  b'<f  —  c'a') 
=  A  (iT'  -  a')  (b'  —  (r)  —  B  (b'  —  e')  (a'  —  rf'); 

e  penende 

A'  =  {b'  —  c')(a'  —  (t) 
Br-((f  —  aO(br  —  dr) 

C=(a'-b')(c'-(r)s 
e  netande,  cerne  per  Aj  B,  C,  che  è  pure 


A'  +  ^+  C*  =  0, 


SI  a\Ta: 


S  =  AB'  —  A'B  =  BC  —  B'C=^CA''-'CA. 


La  ccndiziene  5  =  0  dice  che  :  — ^  =  — ,  ciò  esprime  che 

A         o 

le  due  quaderne  di  numeri  (abcd)  ed  (a'b'&d')  hanno  eguali  rap- 
porti  anaìVìionici  c\'\*eresia  si  cerrispendenc  projefficaniaiie- 
In  particclare  si  ha: 


\  l  a  a'  aa' 

I 

\  l  b  V  bb' 

1  e  &  ce' 

l  a'  a  aa' 


Ila  a  +  a'  aa' 

lift  64-y  W 

1    e  e  +  C  c<f 

1    a'  a -fa'  aa' 


■ 

1 


b 
e 


a-\-  a'  aa' 
&  -h  6'  bb' 
e  -{-  <f    c& 


0    a'— a 


0 


0 


-(a'-«) 


1    a  +  a'   (w'I 

1  6  +  y  w'  ' 

Il    e  +  (/   ce'  I 
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Ala  in  questo  caso  è: 

A^(b  -  e)  (a  —  a'),  B  = 
^-^(y— c')(a'-a),  B'- 


(&—a')(fy-a),  C 


(a  —b)  (c-~  a'), 
(a'— &')(c'-«)' 


onde,  per  quanto  precede,  il  determinante 

1    a-i-  a'    aal 


R  = 


1    6  4-  &'     W 
I  1    e  -f  e'     ce' 


può  mettersi  sotto  le  forme 

(a  —  V)  {b  —  e)  (e'  —  a')  -f  (a'  —  &)  («>'  -  e')  (e  —  «) 
=  {a--b)  (b'  -  e')  (e  —  a')  4-  (a'  —  b')  (b  —  e)  (C  -  a). 

Ma  poiché  il  determinante  R  conserva  il  suo  valore  scam- 
biando a  con  a'  0  b  con  b'  o  e  con  e',  segue  che,  p.  es.,  collo 
scambio  di  e  con  e',  l'espressione 

(/z  —  b')  (b  -  e)  (e'  —  a')  4-  (a'  —  b)  {p  —  e')  (e  -  a) 

non  deve  alterare  il  suo  valore.  Dunque  si  ha  ancora 

72  =  (a  —  U)  {b  —  e')  (e  —  a')  -f  (a'  —  ft)  (^)'  —  e)  (e'  —  «). 

L'annullarsi  di  R  esprime  la  condizione  per  la  ini^oluzione 
delle  tre  coppie  di  elementi  corrispondenti  aa\  bb\  co\ 

326.  Si  consideri  un  determinante  emisimmetrico  di  ordine 
pari  e  simmetrico  rispetto  alla  seconda  diagonale,  cioè  della 
forma  : 

IO       — a       —b       — e       — (i       —e 


P  = 


a 

0 

—  9 

-f 

—  e 

—  d 

b 

0 

0 

—  e 

-f 

—  e 

e 

f 

e 

0 

—  9 

—  b 

d 

e 

r 

9 

0 

—  a 

e 

d 

e 

b 

a 

0 

332  IV  -  S  4»  art.  Ì2'). 


P  = 


Sì  aggiunga  alla  1*  cclcnna  di  P  rultima,  poi  alla  l''  riga 
r  ultima  :  alla  2"*  cclcnna  del  nuovo  determinante  si  aggiunga 
la  penultima  pei  alla  2*  riga  la  penultima:  infine  alla  3*  cclcnna 
di  questo  nuovo  determinante  si  aggiunga  la  4*  poi  alla  3*  riga 
la  4*.  Allora  il  determinante  prende  la  forma  : 

0            0             0  b  —  c  a  —  d       —e 

0           0            0  g^f  —e  — a-d 

0            0            0  —e  —f—g  —b-c 

c  —  b  f^g        e            0  —g  —à     \ 

d  —  a       e  f-hg        g  o  —a    i 

e  d-^  a  b  -he        b  a              0, 

Quindi,  sviluppando  secondo  i  minori  delle  prime  tre  criz 
zontali,  si  ottiene  : 

c—b      f—g        e 
P  =  ;  d  —  a         e         f+g 
e  d  -h  a     b  -h  e 


In  generale,  se  Tordine  di  P  è  2n  si  giunge  ad  un  analcgc 
risultato  aggiungendo  a  ciascuna  riga  e  colonna  r"«  rispettiva- 
mente la  riga  e  cclcnna  (2n  —  r  -f  !)••  per  r  =  1,  2,  3,  ••  ^^ 


onde  il  seguente  teorema: 


5t*  un  defcrmnianfe  emìsiniénefrìco  di  ordine  2n  è  sun- 
metrico  rispefio  alia  seconda  diagonale^  esso  può  esprimersi 
voi  quadrato  di  un  determinante  di  ordine  7netà. 


IV  -  S  5,  art.  327. 
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55.  —  Sviluppi  speciali  di  determinanti. 

327.  Un  termine  del  determinante  [n*]  0  ha  l'elemento  a  0 
ne  ha  uno  a^^  della  riga  r~«  insieme  ad  uno  a.  della  colonna 
.s**.   I  termini  contenenti  a     sono  riuniti  in  a    a  ,  dove  a     è 

r»  rè     r«'  r« 

r  aggiunto  di  a  .  Per  avere  gli  altri,  si  consideri  il  minore   di 
seccnd'  ordine  : 


a       a  . 

ré  ra 


a.      a., 

M  ih 


r«       ih 


rh      is 


il  cui  complemento  algebrico  p^.^  non  differisce  da  quello  di  a 
nel  determinante  a^^.  Si  vede  subito  che  ci^^a.^  p^.^  esprime  quei 
termini  di  a     o     contenenti  a^.  mentre  — a  ^a.  6..  esprime 

rs       r»  ih^  rh     ««  '^th        *- 

quei  termini  di  [n*]  non  contenenti  a  ma  invece  due  elementi 
^rh^it  posti  nelle  perpendicolari  incrociantesi  in  a  .Si  ha  quindi 
la  fcrmola 

[n^=a    <%    —  Jl  a  ^a,  B.., 

••     ••  rt     r§  77      rA     i«  *^»A' 

deve  la  sommatoria  si  estende  ai  valori  1,  2,  •-,  s  —  1,  s  -h  1,  •• ,  n 
di  A  ed  1,2,'-,  r  — 1,  r-f-l,..,n  di  /. 

Esempio.  —  Si  ottiene  più  speditamente  il  valore  del  de- 
terminante 

a      m    n     u 
m'     ò     0     0 


n'      0 


0 


u'      0      0      d 


sviluppandolo  secondo  il  prodotto  degli  elementi  posti  nelle  li- 
nee inccnciantesi  in  a.  Infatti  l'aggiunto  di  a  è 


334 


IV  -  S  5,  art  327-32\ 


&  0  0 
0  e  0 
0    0    d 


che  si  riduce  al  scio  termine  principale  bcd  Fra  gli  aggiunti 
degli  elementi  in  questo  determinante,  scio  quelli  degli  elementi 
principali  non  sono  nulli.  Si  ha  quindi,  applicando  la  fcrmcla 
data: 


a      in     n     u 


m' 


n'      0 


W 


0      0 
e      0 


0      0      d 


—  àbcd  —  nim*cd 

—  nn'bd  —  uu'bc. 


Di  qui  si  può  ricavare  lo  sviluppo  del  determinante 


a 

X 

X 

X 

X 

b 

X 

X 

X 

X 

e 

X 

X 

X 

X 

d 

considerato  nell'art.  297^  b),  poiché,  togliendo  la  prima  riga  da 
tutte  le  altre,  esso  può  mettersi  sotto  la  for.na  ael  precedente 


a 


X 


X  —  a    b  —  X 


X  —  a 


X  ^*  a 


0 
0 


X 


0 


e  —  X 


0 


X 


0 
0 


d  —  X 


328.    Se  il   determinante    [n*]    è   simmetrico,   cioè  se  è 
a.^  =  a^  e  quindi   anche  a.^  —  a^.,   eseguendone   lo  sviluppa 


IV  -  5  5,  art  328-329. 
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seccndo  i  predotti  degli  elementi  di  due  linee  coniugate,  la  for- 
mcla  dell'articolo  precedente  ci  dà: 

^     *  rr      rr  r»   1   i»  rh      ri  rth  ' 

dove  la  prima  sommatoria  si  estende  a  tutti  i  valori  1,2,  ',n 
di  /  eccettuato  r,  e  la  seconda  a  tutte  le  combinazioni  binarie 
ih  degli  stessi  numeri. 

Come  esempio  si  notino  le  eguaglianze 


0  a  ò 
a  0  e 
ò    e    0 


=  2abc, 


0  1 

1  0 
1  e 
1  b 


1 

1 

e 

b 

0 

a 

a 

0 

0      |/ "a    \/T  [/e 
|/r  0       l/c"  [/b 

[/~  yV  i/ò"  0 


=  a*  4-  &*  +  e*  —  2a&  —  2ac  —  2bc. 
329.  Se  a     è  nullo,  la  formola  dell'art.  327  diviene 


r$ 


i,h 


onde,  qualunque  siano  ^  ed  tr, 

Ora,  in  virtù  dell'articolo  316^  p^.^  P^^  può   sostituirsi   con 
^(h  Pfa  '  quindi  l'eguaglianza  precedente  può  scriversi  : 


(0 
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In   particclare,  se   il  determinante  è  simmetricc,  si  avrà 
prendendo  s  =  r  e  /  =  i/, 


(2) 


iS..  [r.-  =  -  (V  a.,  p J 


deve  la  somma  si  estende  a  tutti  i  valori  1,  2,  •• ,  n   di   i  ec- 
cettuato r. 

Di  qui  segue  un  importante  teorema  sulle  forme  quadra- 
tiche, che  sono  espressioni  della  forma 

dove  è  a^=z  a^,e  la  sommatoria  comprende  n*  termini  che 
si  ottengono  dando  ad  t  e  ad  ^  i  valori  1,2,  ••  ,  w.  Il  determinante 

IL      22  un 

si  dice  il  determinante  della  forma  U. 

Indicando  con  a^^  l'aggiunto  di  a     in  /?,   si  consideri  la 

forma  quadratica 

che  si  dice  aggiunta  o  reciproca  della  precedente. 
Per  r  art.  327,  si  può  scrivere  : 


F=- 


0 


2/, 


y. 


Vi 

«11 

«18 

y» 

«21 

«« 

• 

• 

» 

Vn 

ni 

«.« 

a 


In 


a. 


a 


un 


Ciò  posto,  se  il  determinante  R  è  nullo,  si  avrà,  per  la  fcr- 
mola  (2). 


IV  -  S  5,  art.  329-330. 
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«Il  ^"=(y*««)*  = 


Vi  «18  «18 


Vi        «»       «« 


a 


In 


a 


u 


V 


n 


a 


n2 


a 


n3 


a 


nn 


2 


330.  Un  determinante  può  esprimersi  con  altri  aventi  gli 
elementi  principali  nulli,  detti  determinanti  a  dìagorìaU  vuote, 
A  tal  fine  si  osservi  che  i  termini  del  determinante  [n\  0  con- 
tengono tutti  ed  n  gli  elementi  principali,  ovvero  soltanto  n  —  2 
0  n  —  3,  0  soltanto  1,  o  nessuno;  ma  non  vi  sono  termini  con- 
tenenti n  —  ì  elementi  principali.  Volendo  quella  parte  di  deter- 
minante che  contiene  7n  elementi  principali,  si  fermi  il  prodotto 
di  un  minore  principale  2=*-- a      a      -a         di  grado   m   pel 

suo  complemento.  Se  ih  questo  complemento  si  suppongono 
nulli  gli  elementi  principali,  si  ottiene   Un  determinante  -0„_„ 

di  grado  n  —  m,  ed  è  chiaro  che  il  suo  prodotto  per  gli  ele- 
menti principali  del  minore  scelto  costituisce  una  parte  di  quel 
prodotto.  Di  qui  segue  manifestamente  che  tutti  i  termini  di 
>i*j  aventi  7n  elementi  principali  sono  compresi  nella  somma 


£a      a 


a        D        , 

r    r^       n  —  m  ' 


dove   per  r.  r  ••  r    si  dovranno  porre  tutte  le  combinazioni  ad 
m  ad  m  degli  indici  1,  2,  •• ,  n. 


Esempio  : 
a  ì)  e  d 

«I  h  Ci  d^ 
a,  \  C2  (/j 
«1  ^«  e,  d. 


3   ^Z   ^3   **3 


Q  b   e  d 
a^  0  Ci  di 

^3  h  ^3  ^ 
0  ef. 


-fa 


0  Ci  d^ 
&j  0  rf, 


&3   C3   0 


+&, 

0   e  d 

«8    0     t?2 

«3    ^3    0 

+  a&i 


C3O 


-^-ac. 


0  tf  1 


&3O 


+  ••+  aftiCgCfj. 


4- 


G.  Garblerl  e  A.  Capelli  -  AnalM  algèbrica. 


S2 
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331.  È  utile  conoscere  lo  sviluppo  di  un  determinante  se- 
condo le  potenze  di  una  parte  comune  a  tutti  gli  elementi  prin- 
cipali, i  quali  si  potranno  sempre  mettere  sotto  la  forma  a    -r  :- 

Si  abbia  dunque  il  determinante 


«11 

-f 

Ài 

«« 

•  • 

«U 

«« 

«22  +  - 

a  • 

«2« 

1 

• 

• 

»  • 

• 

a  . 

ni 

\% 

•  • 

a    -hz 

nn 

Il  termine  in  z  si  ottiene  dal  prodotto  degli  elementi  prin- 
cipali, quindi  il  suo  coefficiente  è  1,  e  quello  indipendente  da 
z  si  ottiene  ponendo  ^  =  0  in  i?,  quindi  è  esprimibile  col  de- 
terminante 

E  ~  ^T^z  a     o^-  a    . 

n  11      22  fin 

Per  trovare  il  termine  contenente  una  data  potenza  di  z,  per 

es.,  ^"*,  si  formi  il  prodotto  di  un  minore  principale  di  gradc  m 
pel  suo  complemento.  Se  in  questo  complemento  si  suppone 
;;:  —  0  si  ottiene  un  determinante  i?         di  grado  w  -  m,  ed  e 

chiaro   che  z^ R  _     è  una   parte  di   quel   prodotto,  ed  -R„_, 

sarà  il  coefficiente  di  z"^  in  quella  parte  dello  sviluppo  del  de- 
terminante che  si  ottiene  prendendo  T  elemento  z  dai  soli  rA 
elementi  principali  del  primo  minore  principale.  Quindi  il  ter- 
mine richiesto  in  ^"*  è  espresso  da  : 


A»  ^^ 


R 


n  — m  j 


dove  la  sommatoria  si  estende  a  tutte  le  combinazioni  ad  n 
ad  n  —  m  dei  numeri  1,  2,-'5  n. 
Si  ha  dunque  la  formola 


— /w 


R 


z""  -^z"     ^2/^j-f  s"*"^  2/?2-f  ..-f  ^2/?^_j  +  i?^. 
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Esempio: 


n  -{-  X        b            C 

a  b  e 

a^      bi  +  X      Cj 

a^  &i  e, 

a^          ^2     ^2  +  0? 

a,  b^  c^ 

+  X  \  (ab,)  +  (ac,)  +  (^  c^)  | 
+  a?*  (a  +  &i  -f-  Cj)  +  ^3' 


deve  (abi)  ==  a&j  —  «!&,  ecc. 

332.  Un  determinante  emisùnmetrico  di  ordine  pari  si 
può  esprimere  col  quadrato  di  un  polinomio  intero  e  razio- 
nale nei  suoi  elementi,  i  cui  coefficienti  sono  numeri  interi. 

Per  dimostrare  questo  teorema  faremo  vedere  che,  se  esso 
sussiste  per  determinanti  emisimmetrici  di  ordine  pari  n  —  2, 
esso  deve  anche  sussistere  per  determinanti  emisimmetrici  di 
ordine  n.  Dopo  ciò  il  teorema  resterà  senz'altro  stabilito  poiché 
per  un  determinante  di  second' ordine  esso  è  evidente,  avendosi: 


0 
a 


a 
0 


—  a' 


Sia  invero  2?  =  2rha    a^...a     un  determinante  emi- 

1 1     tCi  fin 

simmetrico  di  ordine  pari  n,  cosicché  i2' ~ 2 ± a    a^^..a     sarà 

un  determinante  emìsimmetrico  di  ordine  dispari.  Indicando  con 
^'ih  l'aggiunto  di  a.^^  nel  determinante  R\  si  avrà,  per  la  pro- 
prietà a)  deir  art.  309,  c/.^  =  a^. ,  e,  per  la  proprietà  d)  dello 
stesso  articolo,  R'  =  0. 

Ciò  posto,  aggiungendo  alla  seconda  colonna  di  R  molti- 
plicata per  a„  le  colonne  successive  moltiplicate  rispettiva- 
mente per  (/  , . . ,  a  ,  poiché,  in  virtù  dell'annullarsi  di  R\  tutti 

gli  elementi  della  seconda  colonna  riescono  nulli  ad  eccezione 
del  primo,  si  ha: 


^22  ^^  =  -(«12  «22 +  «13  ^'23+    ••    +«ln^^2n) 


«21 

«23  ••  «2,. 

«81 

«33  ••  «8» 

• 

•               ••         ■ 

a  , 

ni 

a  ^  "  a 

no           nn 
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ossia: 


poiché  gli  aggiunti  della  prima  colonna  nel  determinante  che 
sta  nel  secondo  membro  sono  dati  da 


^92  »  ^ !»«   ^*5l  5  •  •  •  J    CC^O  ^ 


«a 


-32 


lES 


'fi2 


'2«' 


Ma  per  l' art.  316  si  ha  in  generale  a..  «^=^  ««  »  cnde 

«23  =  K     «al/   «33» 


•  • 


«?»  =  |/ «a|/«„»' 
e  quindi  si  avrà  anche: 

(I)     i?  =  (a,,  ^/«^  +  o,g  |/«3,  +  ••  +  a,„  j/a J , 

dove  i  radicali  sono  da  prendersi  con  segni  opportuni.  Ciò  di- 
mostra quanto  si  voleva,  poiché  le  e/  ,  «33,  •• ,  a^^  sono  deter- 
minanti emisimmetrici  di  ordine  n  —  2  e  come  tali  sono,  per  la 
ipotesi  fatta,  esprimibili  con  quadrati  di  espressioni  razionali 
intere,  a  coefficienti  numerici  interi,  degli  elementi  del  deter- 
minante E,  Le  loro  radici  quadrate  saranno  dunque  eguali  a 
queste  espressioni  prese  con  segni  opportuni. 
Per  n  =  4  si  trova  così  in  particolare: 


0 

b 

e 

d 

6 

0 

e 

r 

e 

—  e 

0 

g 

a 

-r 

—g 

0 

=  (6|/a«  +  cj/a33  +  d 


|/««) 


=  ipg  -cf+  de)*. 
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333.  Per  n  =  4,  |/ i?  è  un  aggregato  di  3  termini,  quindi 
per  n  =  6  sarà  un  aggregato  di  3.5  termini,  e  così  via.  Quindi 

y  R  è  un  aggregato  di 


n 

1  .  3  .  5  •  7  ..  •  (n  —  1)  ^ 


2-^" 


1 


termini  distinti.  Inoltre  ciascun  termine  di  k  i?  per  n  tir  4  ò 
un  prodotto  di  2  elementi  della  forma  tf ^  a^^  quindi  per  n  =  (y 
sarà  un  prodotto  di  3  elementi  della  forma  a^^  a^^  a^  e  cosi  via; 

in  generale  ciascun  termine  di  rt  y  R  è  un  prodotto  di  —  n 

elementi  con  indici  tutti  diversi  fra  loro.  Ciò  segue  manifesta- 
mente dalla  formcla  (i)  dell*  art.  precedente,  poiché  p.  es.  a,. 
non  contiene  più  elementi  dotati  degli  indici  1  0  3. 

334.  Si  c\)\^m^c[\o pseiidosimmetrici  {gobbi)  quei  determinanti 
nei  quali  gli  elementi  coniugati  hanno  valori  eguali  e  contrari, 
salvo  i  principali  che  non  sono  tutti  nulli.  Fra  questi  determi- 
nanti quelli  aventi  eguali  gli  elementi  principali  si  possono  svi- 
luppare in  modo  semplice  applicando  T  art.  33  i.  Infatti  in  tal 
caso  si  ha: 

rè  »r  '       Il  22  nn  ' 

quindi,  ordinando  il  determinante  R  secondo  le  potenze  di  ^, 
saranno  nulli  tutti  i  coefficienti  dei  termini   contenenti  potenze 

della  forma  z"  ""  ^  *  "*"  \  poiché  ciascuno  di  tali  coefficienti  è 
una  somma  L  i?^       ,  di  determinanti  emisimmetrici  di  ordine 

dispari;  mentre  ciascuno  degli  altri  coefficienti  può  esprimersi 
con   una  somma  di  quadrati,  poiché  £  R^^  è  una  somma  di 

determinanti  emisimmetrici  di  ordine  pari.  Si  ha  dunque  : 
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Esempi 


a 


a 

—  6    — 


a    —  & 
z    — e 


a  z  — rf  — 
b  d  z  — 
G        e         f 


e 
e 

r 


z 


z^  +  z  (a*  +  &*  +  e*). 


=  z*'\'  ;s*^ 


—  b        0  —6* 


-I- 


0 

—  a 

+ 

0 

b 

1 
+ 

a 

0 

b 

0 

0 

-d       ' 

0 

—  e 

+ 

+ 

a 

0 

e 

0 

1 

c 
0 


0' 

fi 

0.^ 


4- 


0 
a 
b 
e 


a 
0 
d 
e 


b 
d 
0 

f 


0 


z=:z'  +  z*  (a«  4-  &»  -f  c«  +  d*  +  c«  +  /*)  +  (af—  be  +  c^f)*. 
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5  6.  —  Moltiplicazione  delle  matrici. 

335.  Il  prodotto   di  due  determinanti   delio  stesso  ordine 
può  esprimersi  con  un  solo  determinante  nel  modo  seguente. 
Moltiplicando  il  determinante   [a]  ~  2  r»r  a^^  ••  a^^  per  un 

termine   di   [ò]  —  2  rh  b^^  -  b^^  si   ottiene   una   parte  del  pro- 
detto [a]  %.  Ma  un  termine  di  [b]  è  della  forma 

(-  1/  b,    b^   "  b    , 

deve  'r^  r^  ••  r^  è  una  permutazione  con  r  inversioni  dei  se- 
condi indici;  ed  [a]  può  mettersi  sotto  la  forma 


(-l)'2d=a^^^a     ..« 


2      "^ 


Quindi  il  prodotto  [a]  [b]  può  riguardarsi  come  l'aggregato 
delle  1 . 2 . 3 . .  n  espressioni  che  si  ottengono  da 


2        "''« 


a,    a.    ••  a, 


a      a 


a 


nr^      nrjj  nr^ 


%\'     %*«','   "«l^^'n 


a     b,   ^   a     b^   9  "  (z     b 


prendendo    per  r^  r^  -r^  le  />?.    permutazioni  degli    indici 
Ponendo  per  abbreviare 


(I) 


Ctgy  ^rw  ~~  ^»r9  ' 


3« 
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si  può  dunque  scrivere: 


I   A 


[a]  [ò]  =  2 


llr, 


I2r. 


..    A 


Inr 


i4«,        Af.^      ••  A^ 

2lrj  2?rg  2iir^ 


A   ,         A  ^       "    A 


Prima  dì  procedere,  si  osservi  che  dalla  (i)  si  ricava 

b 

I 


(2) 


-A        — —    .     '  JL  ,     • 
«ttv  /^  ètw  ' 


cioè  si  può  cambiare  il  secondo  indice  di  una  A  in  un  indice 
qualsivoglia  mediante  moltiplicazione  con  un  numero  opportune 
indipendente  dal  prim'  indice.  Inoltre  si  faccia  Tabbreviazicne 


(3) 


ri    «1  r2    «2  rn    «n 


dove,  come  si  vede,  e  indica  la  somma  dei  predetti  dei  sin- 
goli elementi  della  riga  r**  di  [a]  per  quelli  della  s"»«  di  \h\  : 
brevemente  si  dice  che  e  è  il  prodotto  della  riga  /•«•  di  //] 
per  la  s«»  di  \b]. 

Ciò  posto,  aggiungendo  alla  prima  colonna  del  derminante 
generale  della  sommatoria  tutte  le  altre  rispettivamente  mol- 
tiplicate per  quei  numeri  che  fanno  cambiare  i  secondi  ìndici 
delle  A  nello  stesso  indice  1  della  prima  colonna,  si  può  scrivere  : 


[a]  [h]  =  2 


C^^  A,t,  "         A, 

11  r?r2  Inr 


n 


«81        'W 


2nr. 


^nì       ^•i2r.,        ••       ^w«r 


»*     I 


rV^  -  S  6'  art.  335. 
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Sommando  due  a  due  i  determinanti  corrispondenti  a  di- 
spcsizicni  della  forma 


r    r 
2     3 


1       3 


che  differiscono  pel  solo  prim'  indice,  il  prodotto  si  riduce  ad 
un  aggregato  di  3.4.5 -n  determinanti  della  forma 


^n'     ^12rj+      ^Kr^'      ^\%r^   "     A«r^ 


^81'      ^28r.  "^      ^23ro'       ^23r-  "2nr 


3  '"'n 


ni'         n2r 


A-     A  A  " 


nnr. 


Come  si  è  fatto  prima,  si  aggiungano  alla  seconda  co- 
lonna di  questo,  le  successive,  rispettivamente  moltiplicate  per 
quei  numeri  che  fanno  cambiare  i  seccnd*  indici  nello  stesso 
indice  2  della  seconda  colonna.  Così  si  può  scrivere 


[a]  [h]  ^  V 


11  18  13ro  Inr^ 


^21         ^82       ^23^3    ••     ^8nr^ 


c  ,      c  ^    A  ^     '-A 

ni  fi8  nSr»  nnr^ 


Sommando  ora  tre  a  tre  i  determinanti   corrispondenti  a 
disposizioni  della  forma 


1  4 

8  '4 

r  r 

3  4 


7' 
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che   differisccno  pel  scic   prim'  indice,  il  prodetto  si   riduce  ad 
un  aggregato  di  4.5.  6 -n  determinanti  della  ferma 


^U>       ^12'      ^13rj  +    ^I8rg"+"    Asr-g  '      "^Hr^    "      "^Inr^ 


nV         nr         ii3r,  ""-  -*■'  ' 


nSr. 


ii3rg'     "nir^ 


nnr. 


Come  prima,  si  aggiungano  alla  terza  colonna  le  succes- 
sive rispettivamente  moltiplicate  per  quei  numeri  atti  a  mutare 
i  second'  indici  nello  stesso  indice  3  della  terza  colonna.  Cesi 
si  può  scrivere 


[a]  m  =  2 


11  12  13  Hf^  Inr^ 


Si         ^22        ^23       ^24r^    "     ^2nr^ 


Si        ^«2        Sa     ^nir, 


nnr^ 


.      1 


Procedendo  in  modo  analogo  si  vede  che  questi  —  [n  de- 
terminanti si  possono  sommare  4  a  4,  quelli  ottenuti  5  a  5,  e 
cosi  via,  finché  per  ultimo  si  perviene  alla  formola  : 


[a]  [b]  = 


Si        ^12     ••     Sn 


Si         ^22 


'2« 


ni  fw 


C 


nn 


=  W, 


la  quale  dice  che: 

Il  prodotto  di  due  determinanti  dello  stesso  ordine  si  può 
esprimere  con  imo  del  medesimo  ordine,  di  cui  l'elemento 
generico  e    è  il  prodotto  della  riga  r™»  dell'  un  fattore  pa' 

la  s™*  dell'altro. 


IV  -  S  6.  art.  335-336. 
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È  facile  vedere  che  scambiando  Tordine  dei  due  fattori 
[a]  e  [ò]  ed  eseguendone  il  prodotto  nel  modo  sopra  indicato, 
ncn  si  fa  che  scambiare  le  righe  in  colonne  nel  determinante 
predotto. 

336.  La  regola  di  moltiplicazione  data  neir  articolo  prece- 
dente può  dirsi  regola  di  moltiplicazione  per  orizzontali  ;  ma 
si  può  precedere  in  modo  analogo  eseguendo  le  moltiplicazioni 
per  ver^iicalìy  od  anche  /jcr  orizzontali  e  per  verticali.  In- 
fatti, se  neir  uno  0  neir  altro  dei  determinanti  fattori  0  in  en- 
trambi si  scambiano  le  righe  colle  colonne,  e  quindi  si  esegui- 
sce il  predetto  nel  modo  già  indicato,  si  ottengono  per  V  ele- 
mento e     altre  tre  definizioni,  cioè  rispettivamente 


^..  =  «,.  &.1  ■+-  «o.  ^o  +  •  4-  a_  b. 


Tè 


Ir    «1 


2r    «2 


nr    èn 


cvvero 


ovvero 


Quindi  gli  elementi  del  determinante  prodotto  possono 
assumere  forme  e  valori  diversi,  rimanendo  sempre  inalterato 
il  suo  valore. 


Esempio 


a     b 
e     d 


7    i 


aoL  -f  b^  ay  +  b$ 

ca  +  d^  cy  -f  d$ 

aoL  -h  by  a/3  H-  bù 

co,  -h  dy  cj3  +  dS 

a%  +  c/3  ay  -f  cà 

&a  -h  rfj3  by  -I-  d$ 

aoL  +  cy  a^  -h  ci 

&a  -f  dy  ft|3  -h  dà 
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Ponendo  • 

a  =  m  -h  ni,        b=p  +  qi,     a  =  e-\-fij        p=g  A-hi 
d  =  m  —  ni,    —c=p  —  qi,     i  =  e  —  fi,    —  y  =  ^  — ///. 

dove  è  i=  )/  —  1,  ed  ^seguendo  i  calcoli,  si  ottiene  : 

(m*  +  n«  -f  i>«  -h  Q^)  (e*  +  r  +  ^*  -f  h^) 
=  {me~nf'\-pg  —  qhy  -f  (m/'-f  ne-hph  —  qgf 
—  (mg  -h  nh'-pe  —  qff  -f  (ng  -hpf—qe—  mhf 
=  ecc.  (cfr.  art.  127). 

337.  Se  i  determinanti  fattori  sono  dì  ordini  diversi  si  pctrà 
prima  ridurli  allo  stesso  ordine,  e  poscia  applicare  la  regola  di 
moltiplicazione.  Così,  p.  es.  : 


a 

b 

e 

m 

n 

«1 

h 

Ci 

«2 

^ 

Ct 

m^ 

n. 

a     b    e 
a^    &i    Cj 


flfj    b^    c^ 


m    n    0 
0     0     1  I 


am'\-bn  am^  -f-  bn^  e 
a{m  -f-  b{n  a{m^  -f  b{fi^  c^ 
a^m  -f  b^n      a^m^  -f  b^n^    Cg 


338.  Il  prodotto  di  più  di  due  determinanti  si  esprime  pure 
con  un  solo  determinante  che  si  ottiene  moltiplicando  priina 
due  fattori  fra  loro,  poi  il  determinante  ottenuto  per  un  terzo 
fattore,  e  così  via. 


IV  -  s  ^?  ^t.  339-340. 
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339.  Se  i  due  determinanti  [a]  e  [b]  hanno  gK  elementi 
cmolcghì  eguali,  il  prodotto  [e]  dà  il  quadrato  di  uno  di  essi  [a]. 
In  tal- caso  si  ha: 


^r.  =  «.l   ^sl  +  «r2  ^,2  +  •  +   «rn  «.«  » 


Ma  la  prima  eguaglianza  non  muta  scambiando  i  due 
indici  r  ed  5,  cioè: 

e    =c  , 

e  quindi: 

Il  quadrato  di  un  determinante  è  un  determinante  sim- 
metrico i  cai  elementi  principali  sono  somme  di  quadrati  di 
elementi  del  determinante. 

340.  Il  teorema  di  moltiplicazione  si  deduce  anche  per  al- 
tre vie  in  cui  è  notevole  la  seguente.  In  virtù  dell'  art.  312^  il 
predotto  [a]  [ì)]  può  mettersi  sotto  la  forma  del  determinante  di 
ordine  Sw, 


a 


u 


a 


21 


a 
1 
0 


«1 


0 


a 


12 


a 


22 


•      •• 


a 


«a 


0 


—  1 


•  ■< 


0 


a 


In 


a, 


2n 


a 


nn 


0 


—  1 


0 


0 


0 

ì) 


11 


It 


0 
0 


0 


21 


22 


In         2n 


0 


0 


0 


ni 


n2 


nn 


,ma 


Alla  colonna  (n  4- 1)      si  aggiungano  le  prime  n  rispet- 
tivamente moltiplicate  per  ft^^,  h^^  *•  5  *in>  ^''^  colonna  (n  -f  2) 


ma 


35o 
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si  aggiungano  pure  le  stesse  prime  n  colonne  moltiplicate  ri- 
spettivamente per  b^^,  ^22'*"'  ^2n'  ^  ^^^^  ^^^  ^"^  ^'^'  ^'^'^^  ^^' 
Icnna  a  cui  si  aggiungeranno  le  prime  n  rispettivamente  m:I- 
tiplicate  per  &„i9^„8'"''  *f»n'  ^^^^^^  ^^  determinante  si  trasferma 
evidentemente  in  quest*  altro 


a 


11 


a 


21 


a 


ni 


—   1 


•  ■  • 


«1.       ^11        <^I8  <^U 


«2»     <^M     <^a 


a       C.C. 

n»         ni         tt3 


0 


0     ..    —  1 


0 


2» 


•  •  • 


nn 


0.0 


0     ..   0 


dove,  come  prima,  si  è  posto: 

e   =a  ,  &  ,  4-  •  -f  a    &  . 

r«  ri    #1  rn    «n 

Ma  questo  determinate,  in  virtù  dello  stesso  art,  312,  >\ 
riduce  al  determinante  [e],  quindi,  come  prima,  si  ha: 

[a]  [b]  =  [e]. 

Iì4i.  Si  applichi  ora  questo   processo   di   moltiplicazione  a 
due  matrici  rettangolari  della  forma  generale 


«Il 

•  • 

«1. 

Si 

•  ■ 

«2». 

> 

■ 

•  • 

• 

•  # 

a 

un 

^1  ••  »1. 


21 


ni 


cicò  si  deduca  da  esse  una  matrice  quadrata  di  ordine  n  tal»: 
che  il  A««  elemento  c.^  deir/*«  riga  sia  il  prodotto  dell' ?'"«  rig^ 


IV  -  5  6,  art.  341. 


33i 


della  prima  matrice  per  la  A««  della  seconda,  si  otterrà  cosi  il 
determinante 


in  cui 


^n       ^12 


^21       ^22 


In 


C 


2ft 


-  [c] 


^nl  ^«2        -        ^ 


fin 


^.•*=«.l^l  +  «,2^2-^-  +  ^...^«- 


Questo  determinante  può  decomporsi  nella  somma  di  la 
determinanti  nella  forma 


(1) 


n    "'"n 


l»"!     ^''i  ''■2     2rj'  »       "ir, 

2rj     Irj'  2r2     ir^'^  '  «%    «*•« 


a,     a, 

^''1       1^2 


%r.     ^. 


a 


Ir. 


a 


2r 


n 


a      a 


a 


nr 


deve  ^'  r. ,.-,  r  sono  w  numeri,  non  necessariamente  diversi 
fra  loro,  della  serie  1,2,-5  772,  dovendosi  prendere  per  r^  7^   ••  '/-^ 

tutte  le  disposizioni  con  7Hpetìzione  ad  n  ad  n  degli  indici 
Ij  2,-,  7n.  Ma  quando  due  0  più  indici  r  sono  eguali,  il  de- 
terminante corrispondente  è  nullo;  quindi,  di  questi  m"  deter- 
minanti rimangono  solo  quelli  relativi  alle  disposizioni  semplici. 
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IV  -  §  ò,  art.  3^1 


Di  qui  segue  intanto  che,  se  m  è  minore  di  n  non  si  pctrann: 
formare  disposizioni  semplici,  quindi  in  questo  caso  il  deter- 
minante [/•]  sarà  nullo. 

Supponendo  dunque  m  non  inferiore  ad  7?,  il  determinante 
[e]  si  può  decomporre  nella  somma  di  i)   _    determinanti  che 

si  ottengono  da  (i)  prendendo  per  r^r^  ..r^  tutte  le  i)„,  di- 
sposizioni semplici  ad  n  ad  n  degli  indici  1,  2,-,7w.  Ma  que- 
sti I)^^  determinanti  si  possono  ridurre  in  numero  di  (  •  ]  scm- 

mandcli  n  ad  n  nel  modo  seguente. 

Si  pensino  riunite  tutte  le  disposizioni  in  gruppi,  compren- 
dendo in  uno  stesso  gruppo  tutte  quelle  che  differiscono  sci: 
per  r  ordine  degli  indici.  Alle  1  . 2  . 3  . .  n  disposizioni  di  cia- 
scun gruppo  corrispondono  altrettanti  tra  quei  Dmn  determinanti, 
che  differiscono  fra  loro  solo  per  V  ordine  delle  colonne. 

Ora  se  i^  f^  ••  f^  è  una  disposizione  cogli  indici  in  crdine 

ascendente,  ed  s.  s^"  s  una  sua  permutazione  con  s  inver- 
sioni,  si  ha  per  uno  dei  determinanti  (i) 


a 


4«, 


a 


i«fl 


a  a 

«•1  «#2 


a 


\K 


a 


u. 


•      •  • 


a 


n». 


•%  •  ^1/g 


«2r,  % 


a 


u. 


a 


2*. 


•       ••      • 


a 


ni 


n 


Quindi  la  somma  degli  1  •  2  •  3  ••  n  determinanti  corri- 
spondenti alle  permutazioni  degli  indici  t^  f^^  ••  t^  equivale  ai 
prodotto  dei  due  determinanti 


I\'  -  5  6,  art.  341-342. 
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«i«i       \ 


2f,  2<j 


a  ,       a  , 
•'1        «'2 


a 


\t 


a 


2r 


a 


ni. 


U^ 


2<. 


ntt 


It, 


2t, 


nt 


2 


U. 


21. 


•*. 


11  primo  determinante  è  formato  colle  n  colonne  della  ma- 
trice delle  a  definite  dai  numeri  /^,  /^  ,  •• ,  /^  in  ordine  ascendente, 

e  l'altro  colle  n  colonne  analoghe  della  matrice  delle  ò.  Quindi 
il  determinante  [e]  è  eguale  alla  somma  di  iutti  i  prodotti  ana- 
loghi estesa  alle  combinazioni  ordinate  ad  n  ad  n  degli  indici 
1,  2,  •• ,  ?w. 

Convenendo  dunque  di  chiamare  moltiplicazione  di  due 
matrici  rettangolari  T  operazione  colla  quale  si  forma  il  deter- 
minante [e],  si  ha  il  teorema  : 

Moltiplicando  pe?*  righe  due  matrici  di  n  righe  ed  m 
colonne  ciascuna^  si  ottiene  un  detey^minante^  il  quale  è  nullo 
per  m  minore  di  n,  ed  è  eguale  alla  somma  dei  prodotti  dei 
determinanti  dell'una  matrice  per  gli  analoghi  dell'altra,  x^er 
m  non  inferiore  ad  n. 

342.  Supponendo  m  —  n  il  determinante  [e]  viene  espresso 
dal  semplice  prodotto  dei  due  determinanti  formati  delle  due  ma- 
trici date,  e  si  conferma  così  per  via  indiretta  il  teorema  di 
moltiplicazione  dei  determinanti. 

È  poi  facile  vedere  come  debbano  modificarsi  i  risultati 
nel  caso  che  le  matrici  rettangolari  si  moltiplichino  per  colonne, 
ed  è  pure  facile  vedere  che  cosa  debba  intendersi  per  eleva- 
zione a  potenza  per  righe  0  per  colonne  di  una  matrice  ret- 
tangolare. 

Esempio 

Elevando  a  quadrato  per  righe  la  matrice 


«1     %     ^8-«. 


«1    «a    ^8  ••  ^. 


G.  Garbleii  •  A.  Capelli  -  AnalUi  algebrica. 
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JV  -  S  ^  art  342-343. 


si  cttiene 


I    a*,   +    c^,  +  •  +    a*^  a,aj  +  a^T.^  -1-  -  +  ^«  «• 


a«,  4-  a\  +  •  -f  a\ 


«1     «t 


a.    a. 


I  «I 


quindi,  sviluppando: 


t  j 

«si 


Di  qui  si  vede  come   il  predetto  di  due  semme  di  quadrati  si 
possa  del  pari  esprimere  ccn  una  somma  di  quadrati. 

343.  Sia  [e]  il  predotto  per  righe  dei  due  determinanti  [^z] 
e  [b]  di  ordine  w,  cioè  si  abbia: 


Tè  ri    «1     '       fS    j2    '  rn    »n 


Per  l'art  34i  un  minore  di  [e]  di  grado  in  definito  dalle  righe 
^1»  ^'2»"»'«>  0^  ordine  crescente)  e  dalle  colonne  s^,  ^2»"''^« 
può  evidentemente  esprimersi  col  predetto  delle  due  matrici 
rettangolari 


quindi  : 


'1' 

■  • 

a 

\- 

V 

•• 

\' 

0  , 

rj2 

•  • 

a 
'a* 

\, 

V 

•  • 

6 

J 

• 

■ 

•  • 

• 

• 

• 

•  • 

• 

^   1 

■  • 

a 

',., 

\« 

•  • 

6  - 

!V  -  S  6,  art  343-345.  355 

Un  minore  del  prodotto  per  righe  di  due  determinanti 
è  eguale  al  prodotto  delle  matrici  parziali  dei  fattori  le  cut 
righe  siano  definite  dagli  stessi  numeri  che  definiscono  ri- 
spettivamente le  righe  e  le  colonne  formanti  il  m^inore. 

Si  hanno  enunciati  analoghi  pel  caso  che  il  prodotto  dei 
•due  determinanti  si  eseguisca  per  colonne  o  per  colonne  e 
righe,  ecc. 

344.  Nel  caso  speciale  di  m=:n  —  1,  si  ottengono  le  fcr- 
mcle 

-dove  le  lettere  maiuscole  e  le  greche  indicano  i  complementi 
ordinari  ed  algebrici  degli  elementi  rappresentati  dalle  corrispon- 
denti lettere  latine  nei  rispettivi  determinanti  fattori  e  prodotto. 
L' ultima  relazione  fa  dipendere  in  modo  semplice  gli  aggiunti 
degli  elementi  del  determinante  prodotto  da  quelli  degli  ele- 
menti dei  fattori. 

345.  Il  teorema  di  moltiplicazione  dei  determinanti  si  ap- 
plica utilmente  nello  studio  dei  determinanti  aggiunti  o  7'eci- 
2iroa\  cioè  di  quei  determinanti  i  cui  elementi  sono  gli  ag- 
giunti rispettivi  di  quelli  di  un  determinante  primitivo  [n*].  Tali 
determinanti  sono  quindi  della  forma 

Esprimiamo  qui  alcune  proprietà  più  importanti  relative 
ai  determinanti  cosi  formati. 

a)  Dall'art.  316  si  deduce  subito  che: 

Se  il  determinante  j^^imitivo  è  nullo,  sono  tali  anche  il 
'reciproco  e  tutti  i  suoi  minori  fino  al  second'ordine. 

h)  Moltiplicando  per  righe  i  due  determinati  [n*]  ed  [a], 
gli  elementi  del  determinante  prodetto  sono  della  forma 


ri      •!  r2      «l  rn     tu' 
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quindi,   per  T  art  314^  sono  tutti  nulli  salvo  i  principali  che 
hanno  il  valore  [n*].  Di  qui  segue: 


[n*]  [a]  =  [n*T, 


onde 


la]  =  [««]•-'. 
Dunque : 

Il  reciproco  di  un  primitivo  di  grado  n  i  eguale  alla 
potenza  (n  —  !)"»«  di  esso  primitivo. 

e)  Si  consideri  un  minore 


di  [7.].  Nel  primitivo  [n*]  si  trasportino  le  righe  r^,  r^,-,  /'^  e 

le  colonne  5p  5?  ,",  s     al   posto  delle  prime  m,  e  si  lascino 

le  altre  in  ordine  crescente.  Indicando  rispettivamente  c:n 
/•  ^,,  ^'  _^o9"i  ^    ed  s  _^,,  5  _^o3">  ^    queste  ultime  ricche 

»i -+•  1'      «-4-2'      '      n  «-Hi'     «i-hS  n   ^ 

e  colonne,  si  ha 

[n*]  zzz  db  >    ±  a      "  a        a  ••  a     , 

Z—  ''1*1  '«'in      •'m-hl*«-+-l  *"ii*« 

deve  si  prenderà  il  segno  -f  se  la  classe  del  minore  [a.,]  ^ 
pari,  il  segno  —  se  dispari.  Ciò  posto,  moltiplicando  per  righe 
[a«],  messo  sotto  la  forma  del  determinante  di  ordine  n 


a 


••l'I 


a 


'm'i 


0 


0 


'«■l*» 


(?f 


**]'«-♦- 1 


a. 


0 


0 


0 


a. 


ri  9. 


i'n 


1\'  -  S  ^»  2urt.  345. 
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pel  determinante  [n'],  messo  sotto  la  forma 


a 


ri  f 


a 


l'I 


r-,  è. 


a 


'«•1 


a 


r_# 


m 


a 


•■«H-l  •! 


a 


'••i 


a 


%•• 


a 


rt  « 


a 


i'«  +  i 


a 


r_« 


m-hl 


a  a 


a 


'^f»'. 


ri  •, 


1  •» 


a 


*m\ 


a 


'W  -H  1  •• 


'n'n 


si  Ottiene 


[n'pj- 


quindi 


]n»] 
0 

0 


0 

[«1 


0 
0 

[n«] 


0 
0 


0 
0 


a  a  -a  ci  ••  a 

'l*m  +  l     Vm-l  '«'«i  +  l      '«t  +  l    •»  +  !  Vm-+.l 


M-t-8 


H-« 

a 

-»-8 

• 

•m 

+  2 

a 

-+-1 

'm-4-2 

•• 

a 

• 

• 

• 

• 

• 

•• 

• 

a 

• 

a 

'n 

-hi 

•» 

•• 

a 

Vn 

[«.]-[n«r-Vr. 


dove  [1    è  raggiunto  del  minore 


a 


'l'I 


a 


'1  'm 


a 


""m'i 


a 


'm\ 


358  IV  -  S  6,  art  345. 

di  [n\  analogo  al  minore  [a.,]  di  [a].  Si  ha  dunque  il  teo- 
rema : 

Uh  minore  di  grado  m  del  reciproco  è  eguale  ali*  ag- 
giunto  del  minore  analogo  del  primitivo^  moltiplicato  per  la 
potenza  (m  —  !)*•  di  esso  primitivo. 

d)  Come  caso  particolare  si   deduce  che  il  coefficiente 
di  a     nel  determinante  [a]  è  eguale  al  prodotto 

e)  Siano  dati  due  determinanti  dello  stesso  ordine 

U         fin'  Il        Wi^ 

e  si  indichino  i  rispettivi  reciproci  con 

Ponendo 

aà:=c^ 

si  ha  per  la  proprietà  6): 

a  =  a        »       p  =  6        » 

quindi 

cioè:  il  prodotto  dei  due  determinanti  reciproci  a  e  ^  ha  lo 
stesso  valore  del  reciproco  di  e.  Eseguendo  nello  stesso  modo, 
p.  es.  per  righe,  la  moltiplicazione  del  determinante  a  per  b  e 
di  a  per  |3  si  ponga: 

ab  =  e  =2  =b  e,,  -e 

11  MI» 


dove: 


1 V  -  S  ^  art.  345-34Ò. 
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Per  l'art.  343  quest'ultima  eguaglianza  mostra  che  <? 
coincide  coli'  aggiunto   y^   di  e     in  e  ;  si  ha  quindi   il  teo- 
rema: 

Moltiplicando  nello  sfesso  modo  due  determinanti  e  i 
loro  reciproci^  si  ottengono  due  deteì^minanti  di  cui  il  se- 
condo  è  il  reciproco  del  primo. 

346.  Si  consideri  la  classe  speciale  di   determinanti  della 
forma 


R  = 


a. 


a. 


a^    ••    a 
2  »— i 


««-1     ^0 


«—2       •— 1 


a. 


a. 


a. 


a. 


a. 


a. 


a 


•—a 


a 


n^3 


a. 


di  cui  ciascuna  riga  si  ottiene  dalla  precedente  con  una  sosti- 
tuzione circolare  (da  destra  a  sinistra). 

Siano  «j,  5fj,  -,  a^  le  n  radici  n"*  di  1,  e  si  ponga  per 
abbreviare 


%  -^  ^i«r  +  V>  +  •  +  «•-!<"'*=?  (a.) 


Moltiplicando  per  righe  i  due  determinanti  R  e 


P  = 


1  *  «I 

1     a^     «^  ••    «j 


1»  — i 


2 
•2     «a 


1     a.     a^  ••    a 


a 


1     a^     a^  ••    a 


1»  — 1 

1» 


36o 


IV  -  S  6,  art  346. 


si  ottiene 


RP  = 


quindi 


«i  ?  («0 
a*  <p  (ai) 


?(«*) 


?  («•) 


«a?  («a)     ••    «.?(«») 


n  — I 


•  -.1 


«1         ?  («1)      «2  ?  («sì  ••   «.         ?  («-) 

^  =  ?  («1)  <P  (««)    ••    ?(«.)• 


Se  a  è  una  radice  primitiva  di  1,  allora  per  a,,  «,,••>«, 
si  può  prendere  a,  a  ,••,  a"  =  ],  quindi  si  può  scrivere 


In  pairticolare  : 
1."  Se  a^  =  a^  =  a^  =  ^^  =  a^__^  =  ì,  si  ottiene: 

?(«,)  =  «o-l'     ?(«2)  =  «o-^'"' 


poiché  in  virtù  dell'art  152  è 


!  +  «••+ a»' -1-.+ a'"- "••  =  0 


per  r  minore  di  n. 


IV  -  S  ^  art  346. 


36i 


Si  avrà  dunque  : 


^.11 


a^ 


a. 


=:(ao-l)— '(«O-l+n). 


cerne  si  deduce  anche  dall'art.  .923. 

2.°  Se  i  numeri  a^,  <^i5-j^^_i  sono  in   progressione 

geometrica  di  ragione  (7,  si  ha,  posto  at^  =  1  : 


«    «r 


9  ra^)  =  1  -f  g^j'  -I-  5  a  *"  +  •  4-  g 


n  —  1      (n  —  l)r 

a 


_  1  —  g 
1  — ga' 

e  quindi  il  determinante 


0  = 


Qi  1 


a 


n— 2 


q^     ..     1 


n  — 1 


««3  n-*2 


n»2  n— l         1  n  —  4        ^•>  —  3 


3  «—1         1 


può  esprimersi  con 


(i-g-) 


(l  -  ff)  (l  -  ««)  (l  -  qa)  ..  (l  -  ««"  -  ') 


.ma 


Ma  d'altra  parte  togliendo  dalla  1%  2%  3%  ••,  (w  — 1)     co- 

2        8  fi  "^  1 

Icnna  l'ultima  rispettivamente  moltiplicata  per  q,  Q  y  Q  ^-Q       » 
il  determinante  Q  si  trasforma  in  un  altro  che  ha  tutti  nulli  gli 
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elementi  da  uno  stesso   Iato   della  prima  diagonale,  quindi  si 
riduce  al  suo  termine  principale  (l  —  Qj'^  . 

Confrontando  i  due  valori  di  Q  si  ottiene  cosi  la  relazione 

l-ff*  =  (l_ff)(l-ffa)(l-g«')"(l_ffa-»), 

dove  a,  come  si  è  avvertito,  è  una  radice  n»«  primitiva  di  1. 
347.  Eseguendo  per  righe  il  prodetto  delle  due   matrici 
rettangolari 


a 


10 


a 


lì 


a 


20 


a 


21 


a 


«0 


a 


n\ 


a 


\n 


a 


2n 


0,M 


a. 


a 


2 


a 


<-'  "  «, 


a. 


•  —  i 


a 


•  —  1 


a. 


a 


si  ottiene  il  determinante 


9i  («1) 
9*  («1) 


?»  («a) 


?.  («1)         ?•  (««) 


dove  per  abbreviare  si  è  posto 

Questo  determinante,  in  virtù  dell'art.  341^  è  eguale  alJa 
somma  dei  prodotti  dei  determinanti  della  forma 


10  1,  r  — 1      ],r-t-l  1» 


««0   ••    ««.r-l^-.r^-r*    Oi.. 


a. 


a.  a  ••  1 

1  i 


•     •• 


a     ••  a  a  ••  1 

ift  M  n 


IV  -  S  6,  art.  347. 


3o3 


ottenuti  trascurando  successivamente  una  stessa  colonna    nelle 
due  matrici.  Ma  per  Tart.  321  è 


a. 


n  —  r-hl        n  —  r  —  1 


••       . 


a 


^n  — r-4-l      ^n  — r  — 1 

a  a 

n  n 


=  C  A(aj,aj,..  aj. 


dove  C  indica  la  somma  dei  prodotti  ad  r  ad  r  dei  numeri 
^^P  ^2»  "  '^»»  ^  ^  ^^  prodotto  delle  differenze  due  a  due  dei  me- 
desimi numeri,  ottenute  togliendo  da  ciascuno  di  essi  i  se- 
guenti. Di  qui,  ponendo  per  uniformità  di  notazione, 


egue  la  notevole  relazione 


?1  («1)  ••    ?1  («n) 


?n(«l)-    ?nK) 


=  A 


«00 

«01 

0» 

«10 

«Il 

In 

• 

• 

• 

«,0 

ni 

nn 

CAPITOLO  V 


SISTEMI  DI  FORME  LINEARI 


5  1.  —  Sistema  di  n  equazioni  di  primo  grado 

ad  n  incognite. 


348.  Siano  w, ,  w,,--,  w    forme  lineari  (funzioni  omoge- 
n<?c  rf/  primo  grado)  in  ar^,  a?  ,  •• ,  x^,  cioè  abbiasi 


(0 


W-  =  fl..  a?.  +  fl.^  a?^  +  •  -h  fl.  i3P  * 


^•  =  ««l^l  +  ^«5^2+    •   +«ni.^n- 


Il  determinante  di  grado  n 


i?  = 


«Il       «12 


a 


in 


•         •• 


n\         n3 


n» 


formato  coi  coefficienti  delle  a*,  dicesi  il  determinante  del  si- 
stema delle  form£  lineari  u^,  Uj^,-  ,  u  . 

Se  le  w  e  le  a  sono  numeri  fissi  e  conosciuti^  le  (i)  co- 
stituiscono il  sistema  più  generale  di  n  equazioni  di  primo 
s,Tadc  fra  le  n  incognite  a;, ,  a*.,  -,  a?  .  Ora  si  ha  identica- 

mente  : 


Rx  = 

r 


a 


n 


a,       -      a.  X      a,   ^. 

J,r  — l  Ir      r  l,r-4-l 


a 


1» 


I      ni  fi,r— 1  ni      r  n,r-f-l  nn 


e  se  a^p  a7j ,  ••  ,  o?^  è  un  sistema  di  valori  soddisfacente  alle  (i), 
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si  deduce,  aggiungendo  alla  colonna  r"«  le   altre  rispettiva- 
mente moltiplicate,  cominciando  dalla  prima,  per  ^j?  ^2'  "  '  ^n  ' 


Rx  = 

r 


11 


V-1    ^i    V-1  ••  ^1» 


a 


ni 


a 


«  ,r  —  1 


u      a 


•,r  -4-  1 


a 


»s 


Si  indicherà  con  R  il  secondo  determinante  che  può  dir-i 
determinante  corrispondente  ad  a:  ,  e  che  si  ottiene  da  R  po- 
nendo invece  dei  coefficienti  a,  .  a^  ^" .  a     dì  x  ^  \  termi/ii 

Ir'       2r'      '      fir  r' 

noti  t^,,  W«,-,  U    . 

Dal  sistema  (i)  si  ricava  così  il  sistema: 
(2)  Rx,  =  R, ,     Rx^  =  R^,  >' ,    Rx   =R  . 

349.  Se  R  non  è  nullo,  il  sistema  (2)  e  quindi  anche  il  si- 
stema (i)  ammette  Tunica  soluzione 


(3) 


R, 


R 


R 


t  n 


^1       R   '      ^2        R  '"'    ^«"^  R 


Si  può  verificare  direttamente  che  le  (3)  soddisfano  effet- 
tivamente al  sistema  (1).  A  tal  fine  bisogna  mostrare  che  re- 
stituendo in 

«.l^l  +  ««^2+-    +«l«^« 

i  valori  (3)  delle  x^  il  polinomio 


R 


R. 


R 


è  identico  ad  t/..  Ora  se  a^^  esprime  l'aggiunto  di  a^^  in  i?,  si  ha: 


^*  =  ^^  «u  +  *'2  «2*  +  ••  +  ^«  ««*' 
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quindi,  scstituendo  e  racccgliendc  : 


i2,  R^.  R 


«1 


=  17  («««11  + «a  «12+  •  +«<««!») 


«2 


+  Jì  («n  "21  +  «a  *22  +  •  +  ««„  *2«) 

+ 


•  •  •  • 


+  TT  («.1  "il  +  «o  «a  +  •  +  «<»  "<») 


•  • 


u 

Ma  il  ccefficiente  di  — ^  è  nullo  per  s  diverso  da  /,  ed   è 

eguale  ad  R  per  5  eguale  ad  i  (art.  3i4),  quindi  si  ha  appunto  : 

350.  Se  le  «  seno  tutte  nulle,  si  ha  nelle  (i)  il  così  detto 
sistema  di  n  equazioni  lineari  omogenee  ad  n  incognite.  In 
tal  caso  le  (2)  diventano 

Rx^  —  0 ,      Rx^  =  0 , ..  ,     Rx^  =  0, 

d' onde  risulta  che,  se  R  non  è  nullo,  devono  essere  nulle  ne- 
cessariamente tutte  le  X  affinchè  le  (i)  siano  soddisfatte.  Di 
qui  il  teorema: 

Affinchè  un  sistema  di  n  equazioni  linearci  omogenee  ad 
n  incognite  possa  venire  soddisfatto  da  valori  non  tutti  nulli 
delle  incognite  è  necessario  che  sia  nullo  il  determinante  dei 
coefficienti. 
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In  seguito  si  vedrà  che  .questa  condizione  è  anche  suf- 
ficiente. .  ;. 
351.  Lem  equazioni  lineari  non  omogenee  ad  n  inccgniie 

(4)  Si  ^1  +  «a  «'a  +  •  +  «2»  ^«="2' 

prendono  la  forma  omogenea 


(5) 


quando  si  ponga 


y 

00   = , 

P 


per  p  non  nullo. 

Fissato  un  valore  non  nullo  di  p ,  ad  ogni  sistema  di  va- 
lori per  le  x  ne  corrisponde  uno  per  le  1/ ,  ed  inversamente. 
Dunque  se  i  valori  delle  x  costituiscono  una  soluzione  del  bi- 
stema  (4),  i  valori  corrispondenti  delle  y,  insieme  a  quelle  as- 
segnato a  p,  costituiscono  una  soluzione  del  sistema  (5).  Re- 
ciprocamente, se  un  sistema  di  valori 


«r    «2'  ••»    ^»'    ^ 


n  +  l 


con  a      ,  non  nullo,  delle 

nH-  l 


i/p  2/05-5   y^,    p, 
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scddisfa  alle  (5),  i  rapporti 


a. 


a. 


a 


n-hl 


a 


n-f- 1 


a 


n 


j   ••  9 


a 


n-4-l 


ccstituisccnc  una  soluzione  delle  (4). 

Pertanto  la  ricerca  delle  soluzioni  finite  di  un  sistema 
di  equazioni  lineari  non  omogenee  coincide  con  quella  delle  so- 
luzioni finite  di  un  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  per 
le  quali  un'  incognita  assegnata  deve  avere  un  valore  non  nullo. 
Dire  che  il  sistema  (4)  è  incompatibile  per  valori  finiti  delle  in- 
cognite OTj,  a?^,  ••  ,  07^,  equivale  a  dire  che  il  sistema  (5)  ha 

per  conseguenza  necessaria  p  —  0,  Studiando  quindi  completa- 
mente il  sistema  (5)  si  viene  al  tempo  stesso  a  discutere  com- 
pletamente anche  il  sistema  (4). 

352.  Come  esempio,  si  riprenda  il  caso  delle  n  equazioni  (i). 
Supposto  nullo  il  determinante  R  senza  che  sia  tale  JR^ ,  si  de- 
duce dalla  prima  delle  (2)  che  il  sistema  (i)  non  può  essere 
scddislatto  per  valori  finiti  di  x^.  Ma  è  facile  verificare   che   il 

sistema  omogeneo  corrispondente 

•  •  •  •  • 


ha  per  conseguenza  necessaria  l'annullarsi  di  0.  infatti,  nell'ipo- 
tesi 7^  =  0,  si  ha: 


Ry^  = 


a,,  V       a.     ••   a 
11  ^'i        12 


In 


••     • 


««1  Vi    ««»  ••  « 


fin 


=  0. 


Aggiungendo  alla  prima  cclonna  le  successive  rispettivamente 


3/2 


V  -  S  ^'  ^-  ^^^' 


moltiplicate  per  j/^,  V^y"  i  t/,»  si  ottiene,  in  virtù  del  date  sì- 
stema  omogeneo: 


^1        «12 


^8        «22 


a 


1» 


fl 


2n 


n  fi2  ttfi 


=  /»«,  =  0, 


da  cui  segue  l'annullarsi  di  o,  poiché  per  ipotesi  R^  non  è  nuli:. 
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52.  —  Discussione  della  risolubilità  di  un  sistema 
di  m  equazioni  lineari  omogenee  ad  n  incognite. 

353,  Dopo  quanto  si  è  osservato  neirart.  3of,  possiamo  limi- 
tarci d'era  innanzi  a  considerare  sistemi  di  equazioni  lineari  ed 
omogenee.  Proponiamoci  dunque  di  studiare  un  sistema  arbitra- 
riamente dato  di  m  equazioni  lineari  omogenee  ad  n  incognite 
a:  ,  a?  ,  -,  ir  ,  e  di  stabilire  quali  siano  in  ogni  caso  i  possibili 

sistemi  di  soluzioni  diversi  dal  sistema 


^1  =  0,      ir^  =  0,  -. 


X  =0 

1» 


che,  come  ben  si  vede,  soddisfa  in  ogni  caso  a  tali  equazioni. 
Siano  le  m  equazioni  lineari  omogenee  ad  n  incognite 


(0 


«^1^1-^  ««3^2+    •    +   «m»«^n  =  0' 


la  cui  matrice  dei  coefficienti  è 


«u      «12 


«a       «22 


mi  in2 


a 


In 


a 


2;i 


a 


mn 


La  risolubilità  del  sistema  (i)  è  intimamente  collegata 
colla  caratteristica  della  sua  matrice,  cioè  (art.  300)  con 
quel  numero,  che  s' indicherà  con  7^,  esprimente  il  più  alto 
grado  fra  i  determinanti  minori  non  nulli  contenuti  nella  ma- 
trice. Invero  noi  dimostreremo  che  se  da  una  qualunque  delle 
equazioni  (i),  contenente  un'incognita  x^  con  un  coefficiente 
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ncn  nulle,  si  ricava  il  valore  di  questa  incognita  espresso  celle 
rimanenti,  e  poi  si  sostituisce  tale  valore  di  x.  in  alcune  e  in 

tutte  le  altre  equazioni,  il  dato  sistema  si  trasforma  in  un  altr^ 
equivalente  la  cui  matrice  ha  la  stessa  caratteristica  h- 

A  tal  fine  basta  dimostrare  che  le  matrici  dei  due  sistemi 
sono  derivàbili  (art  300)  Tuna  dall'altra,  e  basta  poi  conside- 
rare il  caso  che  il  valore  di  x.  ricavato  da  una  delle  equa- 
zioni si  sostituisca  in  una  soltanto  delle  rimanenti. 

Supponendo,  p.  es.,  che  il  coefficiente  a,|  di  .Xj  nella  prima 
equazione  non  sia  nullo,  e  che  il  valore  di  x^  ricavato  da  es^a 
si  sostituisca  nella  seconda,  questa  diviene: 


-4-  •  + 

8  ^       ^ 


(«2a-^«u)^,  + («2,-^  «.,)«', 

4- 1  a„ a,    \x  =Q. 

\  '•    «u  '7  ' 


Il  sistema  equivalente  ad  (i),  ottenuto  colla  sostituzione  di  qui 
sta  equazione  al  posto  della  seconda,  ha  per  matrice 


«li 

«» 

«13 

•  • 

«U 

0 

«« 

«« 

"a 

«U 

«O 

«ei 
a    "^^ 

•  • 

«81 

«,« 

«33 

•  • 

«8» 

• 

• 

• 

•  ■ 

• 

«-1 

««9 

«..» 

•  • 

a 

Questa  matrice  ha  ancora  per  caratteristica  ^,  poiché  si  cttiene 
dalla  [wi,  n]   aggiungendo   alla  seconda  orizzontale  la  p'i"^^ 

Si 
moltiplicata  per (art.  300). 

^11 
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354.  Ciò  posto,  si  ha  il  seguente  teorema: 

Per  mezzo  di  successive  sostituzioni  si  può  sempre  tra- 
sformare il  sistema  (i)  in  uno  equivalente  della  forma 


«'A*^h+  •+«'a»^«  =  0, 


cot  coefficienti  a'jp  a'gj^,  •• ,  a'^  non  nw///.  7/  numero  h  é  uguale 
alla  caratteristica  della  matrice  del  sistema  (i). 

Infatti,  si  prenda  un'equazione  qualunque  del  sistema  (i) 
contenente  T  incognita  ir,  con  un  coefficiente  non  nullo  ;  e  sia 
tale  equazione 

(2)  a'jj  x^  4-  a\^  OTg  4-  •  +  a\^  x^  =  0. 

Risolvendola  rispetto  ad  x^  e  sostituendone  il  valore  nelle  ri- 
manenti, il  dato  sistema  si  trasforma  in  uno  equivalente  co- 
stituito dair  equazione  ora  scritta  e  da  altre  non  contenenti  x^. 
Se  queste  ultime  equazioni  non  hanno  tutti  i  coefficienti  nulli 
(nel  qual  caso  esse  sarebbero  soddisfatte  identicamente,  cioè 
da  qualisivogliano  valori  attribuiti  alle  incognite)  ce  ne  sarà 
almeno  una  con  un  coefficiente,  p.  es.,  a'^  di  x^^  non  nullo;  sia 
tale  equazione  la 

(3)  «'22^2+ «'23^3  +  •  +«2«^.  =  ^- 

Risolvendola  rispetto  ad  x^  e  sostituendone  il  valore  nelle 
rimanenti,  il  secondo  sistema  si  trasforma  in  uno  equivalente 
costituito  dalle  equazioni  (2)  e  (3)  e  da  altre  non  contenenti 
-«^1  ed  x^.  Se  queste  ultime  equazioni  non  sono  tutte  soddisfatte 
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V  -  §  2,  art  354- 


identicamente,  ce  ne  sarà  almeno  una  con  un  ccefficiente,  per 
es.,  a'33  di  x^ ,  non  nulle  ;  sia  tale  equazione  la 


(4) 


««*3  +  «'3«^4+    -+«'5,  *•  =  <>• 


Si  risolva  questa  rispetto  ad  0-3  e  si  sostituisca  il  valore  nelle 
equazioni  rimanenti,  e  si  continui  in  tal  modo  fino  a  che,  giunti 
ad  un*equazione 

il  valore  da  essa  ricavato  per  x^  rende  identiche  le  rimanenti. 

Con  ciò  si  perviene  ad  un  sistema  del  tipo  (i')  equivalente  al 
dato  (i). 

Inoltre,  pel  teorema  precedente,  h  dovrà  essere  la  carat- 
teristica della  matrice 


a 


11 


a' 


13 


0      a\ 


22 


0        0 


0        0 


a'  a' 


a\ 


n 


0 


0 


a\ 


2fft      I 


kk  Jtn 


0 


0 


relativa  al  sistema  trasformato.  Ma  il  minore  formato  celle  /J 
prime  righe  e  colonne  di  questa  matrice  ha  per  valore  il  pre- 
dotto non  nullo 

a'   a'     ••  a'    ; 
"11^22      ***** 

quindi  k  non  può  superare  la  caratteristica  h  della  matrice.  M^ 
non  può  nemmeno  essere  inferiore  ad  h,  perchè  nella  composi- 
zione di  ogni  minore  di  grado  maggiore  di  k  entra  almeno  una 
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delle  ultime  m  —  h  orizzontali,  quindi  non  vi  sarebbe  alcun  mi- 
nore ncn  nullo  di  ordine  h,  cioè  la  data  matrice  [m,  n]  non 
avrebbe  per  caratteristica  lì.  Sarà  per  tanto 

h  --^  li , 

ossia  il  sistema  dato  (i)  può  sempre  trasformarsi  in  uno  equi- 
valente del  tipo  (i')  costituito  soltanto  da  h  equazioni,  cioè  tante 
quanto  è  la  caratteristica  della  matrice. 

3(i5.  Se  dall'ultima  delle  (1')  si  ricava  il  valore  di  a?^  e  si 

sostituisce  nelle  precedenti,  poi  dalla  penultima  si  ricava  il  va- 
lore di  a?^_^  e  si  sostituisce  nelle  precedenti,  e  cosi  via  fino  alla 

prima,  il  sistema  (1')  si  trasforma  in  un  altro  equivalente  della 
ferma 


(I") 


•  •  •  •  • 


Queste  equazioni  determinano  in  modo  unico  i  valori  delle  li 
incognite  a7j ,  a?^,  ••  ,  a?^,  fissati  che  siano  i  valori  arbitrari  delle 

rimanenti  n  —  h.  Per  brevità  si  diranno  valori  corrispondenti 
quelli  arbitrari  attribuiti  alle  ^^^.^p  ^'*-ht'  "  '  insieme  agli  altri 
ricavati  dalle  (1")  per  le  a7j,  a?  ,  •• ,  a?^. 

A  motivo  dell'equivalenza  dei  due  sistemi  (i)  e  (i"),  ogni 
sistema  di  valori  corrispondenti  delle  incognite  costituisce  una 
soluzione  delle  (i),  ed  inversamente  ogni  soluzione  delle  (i)  è 
data  da  un  sistema  di  valori  corrispondenti.  Per  Tarbitrarietà 
dei  valori  che  si  possono  attribuire  ad  n  —  h  incognite,  il  si- 
stema (i)  si  dice  n^h  volte  indeterminato. 

Dalla  forma  del  sistema  (i")  si  arguisce  che  non  può  esi- 
stere alcun  sistema  equivalente  al  dato  (i)  costituito  di  meno 
di  h  equazioni,  cioè  soddisfatto  0  no  dagli  stessi  sistemi  di  va- 
lori corrispondenti  per  le  incognite. 

Infatti,  se  ciò  fosse,  esisterebbe  una  soluzione  nella  quale 
a  più  di  n  —  li  incognite  si  potrebbero  attribuire  valori  arbitrari. 
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Di  tali  ìnccgnite  alcune  sarebbero  comprese  fra  le  a?^,  x^^- ,  a*^. 
e  supponiamo,  p.  es.,  che  fossero  le  x^,  x^^-  ,  .r^.,  le  rimanenti 
sarebbero  comprese  fra  le  x^_^  ^ ,  ^^^^^  "  ^«'  ^  supponiamo  che 
fossero  le  j-^^. ,  jr^^,,  ••  ,  a?^^ .,  cosicché  si  avrebbe 

^-4-y  >  n  — Ti       onde        n  —  h'-j<^i. 

Allora  le  ?  prime  equazioni  del  sistema  equivalente  (1")  do- 
vrebbero essere  verificate  per  valori  arbitrari  di  queste  i-hj 
incognite  e  pei  valori  corrispondenti  delle  rimanenti  incognite 

le  quali  essendo  in  numero  di  n  —  /i  —  j,  che  per  l'ipotesi  fatta 
è  minore  di  /,  vengono  determinate  da  altrettante  fra  quella  f 
prime  equazioni.  Ala  allora  sostituendo  p.  es.  nell*  i«*  equazione 

tìf    /r.  iiz  &    x,  ^.  -h  &«  a?,  ^o -f"  4- &.        x^ 

ut  il      /i  -t-  1  £2      A  <♦-  2  •»*  —  Al» 

i  valori  delle  «^^^i,  ^^  a'"  ^"  parte  fissati  ad  arbitrio  ed  in 
parte  dedotti  dalle  precedenti  equazioni,  il  valore  del  secondo 
membro  resterebbe  perfettamente  fissato,  cosicché  quest'ultima 
equazione  non  potrebbe  essere  soddisfatta  per  un  valore  arbi- 
trario di  ìt^,  contrariamente  al  supposto. 

Pertanto  h  è  il  minimo  numero  di  equazioni  di  cui  si  può 
comporre  ogni  possibile  sistema  equivalente  al  dato  ;  onde  si 
dirà  che  il  sistema  dato  non  contiene  che  h  equazioni  vera- 
mente disUnie  od  indipendenti.  Di  qui  il  teorema: 

Il  miniano  numero  di  equazioni  indipendenti  a  cui  equi- 
vale un  dato  sistema  di  equazioni  lineari  ed  omogenee  è 
eguale  alla  caratte't^istica  della  sua  matrice. 

Inoltre  si  vede  che  il  passaggio  del  sistema  dato  ad  un: 
degli  equivalenti  contenente  il  minimo  numero  di  equazioni,  si 
può  sempre  effettuare  per  mezzo  di  successive  sostituzioni  del 
valore  di  un'  incognita  dedotto  da  una  delle  equazioni. 
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356.  Essendo  h  la  caratteristica  della  matrice  [m^  r?],  esi- 
sterà almeno  un  minore  di  ordine  h  non  nullo.  Senza  nuocere 
alla  dovuta  generalità  si  può  supporre  che  tale  minore  sia 


a 


11 


a 


ih 


a 


Al 


a 


hh 


=  A 


fermato  dalle  prime  h  linee  e  colonne,  poiché  è  arbitrario  l'or- 
dine con  cui  si  possono  scrivere  le  incognite  nelle  date  equa- 
zioni e  l'ordine  delle  equazioni  medesime.  Ponendo  per  brevità 

^l=«ll  ^1-^^12  ^2+   •   -^"^in^n 


m  mi      1  «2      2 


+  a      X  . 

mu     fi' 


il  sistema  (i)  si  compone  delle  equazioni  : 

u^  =  o,    u^  =  o,-,    cr^=o. 

Queilunque  siano  i  valori  di  a^^^  .  ,>  ^a  +  j»"»^»'  ^*  ^^ 


=  0, 


non  scio  per  i  inferiore  ad  7i,  nel  qual  caso  il  determinante  ha 
due  righe  identiche, "ma  anche  per  i  =  h+l,  A  +  2,  •• ,  w.  Poi- 


38o 
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che,  in  questo  caso,  decomponendo  il  determinante  negli  n  —  h 
determinanti  relativi  agli  n  —  //  termini  che  compongono  gli 
elementi  dell'ultima  colonna,  ciascuna  delle  x 


A  +  l 


1^^. 


05     "5 


viene  moltiplicata  per  un  minore  di  ordine  h-hl',  ma  tutti  i 
minori  di  ordine  superiore  ad  h  sono  nulli,  essendo  h  la  caratte- 
ristica della  matrice  [/>?,  v]. 

Aggiungendo  ora  air  ultima  colonna  del  determinante  le 
altre  rispettivamente  moltiplicate  per  cv^,  a?^,  ••5^.,  si  ottiene: 


«Il  ••  «u  ^\ 


Si    ••    ^2k    ^2 


•         • 


«M    ••     ^KH    ^H 


a.,  ••  a..    U. 

il  ih        i 


=  0, 


e  questa  eguaglianza  è  soddisfatta  per  qualsiasi  valore  delle 
jcp  ^2'"  ^n*  ^^^^>  sviluppando, 

dove  —e.   esprime  l'aggiunto  di  U   nel   determinante,  od  un 
minore  di  ordine  fi  della  matrice  [wi,  n].  Dando  ad  i  i  valori 

;ì  +  1,  ^  +  2,..,  wi, 
si  ottengono  le  m  —  h  identità: 


AU. 


A-«-l 


^A-hM     ^1-+-^A^1.2^2+    •    +    ^A*1,*^A 


AU, 


A  4-2 


=   ^A4-2.l     ^l+^A-^2.2^2+    --^^A^f.*^* 


AU 


m  «1,1        1  111,2      2 


+  •+<'-.»  ^V 


V  -  §  2,  art.  356-357.  38i 

Dì  qui  si  vede  che  i  sistemi  di  valori  delle  x  che  annullano  le 
L\^  If^,  "  ,  U^^  annullano  anche  le  Uj^    j,  U^    j,--,  C/*^,  polche 

A  non  è  nullo  per  ipotesi.  Dunque  le  m  —  h  equazioni 

seno  conseguenze  necessarie  delle  prime  h 

U^-=0,  ^^2  =  0,..,     U^  =  0. 

Queste  ultime  costituiscono  quindi  un  sistema  equivalente  al 
dato  (i),  il  quale  non  può  ridursi  ulteriormente  essendo  ap- 
punto formato  di  h  equazioni,  che  è  il  minimo  numero  possibile, 
poiché  questo  numero  è  eguale  alla  caratteristica  della  matrice 
[m,  n].  Di  qui  i  teoremi  : 

a)  Se  h  è  la  curai  (eristica  della  matrice  di  un  sistema 
di  più  equazioni  lineari  omogenee  a  più  incognite,  st  po- 
liranno sempre  scegliere  h  equazioni  la  cui  matrice  con- 
tenga almeno  un  minore  di  ordine  h  non  nullo.  Queste  h 
equazioni  formano  un  sistema  equivalente  al  dato  che  non 
può  ridursi  ulteriormente,  cioè  che  è  costituito  di  equazioni 
distinte  fra  loro. 

b)  /  primi  membri  delle  rimanenti  n  —  h  equazioni 
si  possono  esprimere  identicamente  in  funzione  lineare  a 
coefficienti  costanti  dei  primi  m^emìrri  delle  h  equazioni  in- 
dipendenti del  sistema  ridotto. 

357.  Fra  i  primi  me^ibri  CT^,  ZJ^,  -  ,  U^  del  sistema  ridotto 

non  può  sussistere  alcuna  relazione  lineare  a  coefficienti  co- 
stanti. Infatti  se  si  avesse,  p.  e. 

una  delle  equazioni 

U,^0,    r,  =  0,  ..,  tr^  =  o, 

sarebbe  conseguenza  delle  altre,  e  si  potrebbe  quindi  diminuire 
di  1  il  numero  delle  equazioni  del  sistema  ridotto,  il  che  è  im- 
pcssibile  per  Tarticolo  precedente. 
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V  -  S  2,  art  357-358. 


Dunque  : 

Il  numero  delle  7^elazìoni  lineari  a  coefficienti  costanti 
che  hanno  luogo  fra  m  forine  lineari  ad  n  variabili  è  eguak 
alla  differenza  fra  m  e  la  caratteristica  h  della  matrice  del 
sistema. 

358.  Per  h  =  n^  il  sistema  dato  (i)  ammette  Tunica  solu- 
zione 

Per  /i  <  r?,  oltre  a  questa  soluzione,  che  sempre  esiste  per 
qualsiasi  sistema  omogeneo,  si  avranno  infinite  soluzioni  ccn 
valori  delle  incognite  non  tutti  nulli.  Per  determinare  tutte  le 
soluzioni  possibili  si  consideri  il  sistema  ridotto 

^^  =  0,      cr,=.o, .. ,      r^  =  o, 

che  può  scriversi  : 


«Il^l  -^  «12^2  ■+■  •  +   «i;^^A  =  -  (\  A-Hl^*^l    +  '  +  «ln\^ 


«21^1  +   ^22^2  +  •  ■+■   «2*^A 


-(\ft  +  l^A  +  l  +  -  +  «2n^n' 


«Al^l  +    ^.2^2  +  •  -+•    ^aA  =  -  («A,A  +  1^A^1    +  •  +  ^A»<- 


Attribuendo  alle  incognite  o?^^,,   ^.^o?  **»  ^    valori  arbitrari. 

i  secondi  membri  prendono  valori  noti,  in  generale  non  nulli, 
e  si  ottiene  cosi  un  sistema  di  h  equazioni  ad  h  inccgnite 
ojj,  iTg,--  ,07^  col  determinante 


^11       «12     ••       «U 


«21       «2? 


a 


2h 


«Al       «A2 


a 


hh 


V  -  S  2,  art  358. 
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che   per  ipotesi  è  diverso  da  zero;  onde  le  iTp  ar^,  ..  ,  o*^  si 

potranno  senìpre  determinare,  ed  in  un  unico  modo  (art.  340). 
Concludiamo  dunque  che  : 

Affinchè  un  sisie7na  di  più  equazioni  lineatH  omogenee 
fra  n  incognite  ammetta  delle  soluzioni  non  nulle  è  neces- 
sario e  sufficiente  che  la  caratteristica  h  della  sua  matrice 
sia  minore  di  n.  In  tal  caso  esistono  sempre  n  —  h  incognite 
alle  quali  si  possono  attribuire  altrettanti  valori  arbitrari, 
fìssati  i  quali,  i  valori  delle  rimanenti  h  incognite  restano 
pcrfettam.ente  determinati. 

Le  n  —  h  incognite  alle  quali  si  attribuiscono  valori  arbi- 
trari non  possono  venire  scelte  in  un  modo  qualunque. 

Infatti,  stabiliti  i  valori  di  n  —  //  incognite,  i  valori  delle 
rimanenti  possono  venire  determinati  da  un  sistema  analogo 
al  sistema 


«ii^'i  + 


+  «U  <^h 


(«M 


x^» 


,  -^  •  -\-  a.  oc\ 

1  In    »y 


a,.x.  +  •  +  a^^a?.  =  —  (o,^^  .  -^0;.^.  -^  ■  -¥  a.x  \ 

k\    \  hh     h  \    hfh  +  l     h-t-1  hn    nj 


col  SUO  determinante 


«11    ••    «u 


»  •• 


«M      ••      ^kk 


ncn  nulle.   Soppresse  quindi   nella   matrice  [m,  v]  le  colonne 
fermate  coi   coefficienti  delle  n  —  h  incognite  scelte,  la  nuova 
matrice  deve  contenere  almeno  un  minore  di  ordine  h  non  nullo. 
Per  es.,  nel  sistema 

a-,  ==0,      a^,  -f  a?3  -f  a?4  =  0,       ìTi  4-  a-,  -f  a-g  +  ^4  =  0, 


due  delle  incognite  potranno  assumere  valori  arbitrari,  poiché 
è  la  caratteristica  della  matrice 
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Olii 
1111 


Ma  fra  le  inccgnite  alle  quali  si  può  assegnare  valori  arbitrar: 
ncn  deve  entrare  ^,,  che  ha  sempre  un  valore  nullo.  Ed  in- 
vero, sopprimendo  dalla  matrice  la  prima  colonna,  la  matrice 
residua  non  avrebbe  più  per  caratteristica  2,  ma  bensì  1. 

359.  Si  consideri  ora  il  caso  speciale  di  7n  =  r?,  cioè  si  con- 
sideri un  sistema  di  7i  equazioni  lineari  omogenee  ad  n  inco- 
gnite, 


«11  mi    n 

Se  la  caratteristica  è  n  —  1,  cioè  se  il  determinante  dei  ccefii- 
cienti  è  nullo,  ed  almeno  uno  dei  minori  di  ordine  n  —  1,  p.  es.. 
raggiunto  «11  di  ^„ ,  ncn  è  nullo,  si  potrà  dare  air  incognita  x^ 
un  valore  arbitrario,  e  determinare  poscia  i  valori  delle  rima- 
nenti incognite.  Anzi,  siccome  i  rapporti 


^2        ^3 


a? 


^i'    ^i'      '  ^1 


sono  determinati  in  modo  unico  dalle  ultime  n  —  1  equazioni, 
segue  che,  se 

è  una  soluzione  del  sistema  dato,  tutte  le  altre  soluzioni  si  ot- 
tengono da 

attribuendo  a  o  dei  valori  arbitrari. 


V  -  S  2,  art.  359-360. 
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Ora,  per  tutti  i  valori  1,2, -jn  di  rsi  ha: 


ni     ri  ii2     r2  fin     ni  ' 

quindi  gli  aggiunti  degli  elementi  di  una  stessa  linea  del  de- 
terminante 


a 


11 


a 


In 


ni  nn 


costituiscono  sempre  una  soluzione  del  dato  sistema.  Ma  poiché 
tutte  le  soluzioni  devono  differire  fra  loro  per  un  fattore,  dovrà 
essere 

«ri  =  P^'ll  '        «r»  ^  .^^12  '    ••   '  ^'rn  =  P^ln' 

Se  gli  aggiunti  a^p  a^j-'j  a^  non  sono  tutti  nulli,  il  coeffi- 
ciente p  non  dovrà  esser  nullo,  e  così  pure  a^^ ,  poiché,  per  ipo- 
tesi ,  è  «li  ^  0 . 

Dopo  ciò  si  desume  che  il  sistema  di  rapporti  risolvente 
le  date  di  equazioni  è  compreso  nelle 


X. 


X 


2 


X 


OL 


ri 


a 


va 


cioè: 

Se  il  determinante  di  un  sistema  di  n  equazioni  lineaH 
omogenee  ad  n  incognite  ha  per  caratteristica  n  —  1,  le  in- 
cognite  sono  proporzionali  agli  aggiunti  degli  elem^enti  di 
una  stessa  linea  del  determinante. 

360.  Da  quanto  si  é  ora  dimostrato  segue  evidentemente 
che,  se  si  hanno  n  —  1  equazioni  omogenee  con  n  incognite, 

ti.  Oarbltri  §  A.  Capelli  -  AnaUH  algori—.  25 


3S. 


V  -  §  2,  art.  36o-3oi. 


i'i  Ciò,  Yixatrice  coixieìxga  ahneno  un  determinante  di  ordhìe 
n  —  1  diverso  da  zero,  le  incognite  che  vi  soddisfano  som 
proj^orzfonali  ai  minori  ottenuti  sopprimendo  successira- 
ìiì'.'fife  una  colonna  dalla  matrice  presi  alternatiramente  coi 


^,\j,}i  -4-  e  — . 


Siane  p.  es. 


a^x  +  ft,y  -f  c^z  -f  d^u  =  0 
a^r  -h  Ky  -f  c^z  -f  d^H  =  0 
a^x  -f  ^^y  4-  c^z  -h  d^u  --  0 , 


e  b.a 


e. 


tf,  ' 


^3    I 


> 
< 


0. 


Si  avrà 


j' 


V 


u 


{bcd)       —(acd)       (abd)      —  (abc) 

Se  invece   fesse  2  la  caratteristica  della  matrice  e  (a^^^,) 
ncn  nulle,  allera  dalle  due  prime  equazicni  sì  a\Tebbe: 


X  =z 


(a,  b.)  ^       (a,  b,) 


tf. 


_      i^i  Co)  ^      (a,  d,) 


y= — ;-Vx  - 


(a^  b.)         (a,  b^) 


u 


Attribuende  a  ^  e  ad  ti  valcri  arbitrari,  si  cttengcno  per  jr  e  per  j/ 
Valeri  determinati,  e  tutti  insieme  ccstituisccnc  una  scluzicne 
del  sistema  date. 

361,  Dalle  prcprietà  finora  dimostrate  delle  equazicni  li- 
neari seguono  facilmente  come  corollari  diverse  prcprietà  im- 
portanti dei  determinanti  nulli  e  delle  matrici  nulle.  Intantc 
dairarticelo  Sol)  segue  immediatamente  che  : 


V  -  <;  2.  art.  3ó  1-362. 


38; 


a)  Se  un  detenninanie  è  nullo  gli  aggiunti  degli  eie- 
raenii  di  ogni  linea  sono  proporzionali  a  quelli  di  una  stessa 
linea  parallela. 

b)  Se  due  linee  fra  loro  perpendicolari  di  un  dctey^ii- 
na^ite  nullo  si  incrociano  in  un  elemento  il  cui  aggiunto  è 
nullo^  saranno  nulli  gli  aggiunti  di  tutti  gli  elementi  dell'ama, 
ovvero  delt altra  delle  due  linee. 

362.  Ccnslderiamo  era  una  matrice 


a 


11 


a 


J2 


a 


l>n 


a 


ni 


a 


W8 


a 


nm 


ccmpcsta  di  n  linee  e  di  m  colonne,  e  supponiamo,  per  fissare 
le  idee,  m^n.  Cerchiamo  dì  stabilire  in  modo  semplice  le 
condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  essa  abbia  per  ca- 
ratteristica n  —  1.  Innanzi  tutto  dovrà  esistere  almeno  un  mi- 
nore di  ordine  n  —  1  che  sia  diverso  da  zero.  Supponiamo,  come 
è  sempre  lecito,  che  questo  sia  quello  formato  dalle  prime  n  —  1 
linee  e  dalle  prime  n  —  1  colonne, 


a 


11 


a 


1,  n^l 


a 


n— 1,1 


a 


n  —  1,  n  — 1 


Ciò  pesto  dico  che  affinchè  la  matrice  abbia  per  caratteristica 
n  —  1,  cioè  aftinché  Steno  nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine 
n  contenuti  nella  matrice^  è  necessario  e  sufficiente  che  siano 
nulli  gli  m  —  n  + 1  determinanti  : 


(0 


a..   ••    a.        .   a., 

Il  1,11^1  li 


Si      •••S,n-l     «2i 


a 


n\ 


a        y   a  . 

fiin  — 1        ut 


per  i=:n,n+  1,  •• ,  m. 
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Ccnsiderandc  infatti  il  sistema  di  equazioni  emogenee 


(^) 


12  ~'l 


a  •"a 


nz       n 


«1.^1     +     ^f  ^2    +••+     «««^^ 


=  0, 


r  annullamento  del  determinante  (i)  esprime  (articolo  356,  h), 
che  la  1"^  equazione  è  conseguenza  delle  prime  n  —  1  equa- 
zioni. Si  vede  così  che  le  ultime  m  —  n  4- 1  equazioni  del  si- 
stema (2)  sono  una  conseguenza  delle  prime  n  —  1.  Il  sistema 
equivale  dunque  a  quello  di  scie  n  —  1  equazioni,  onde  (art.  355) 
la  sua  caratteristica  sarà  appunto  n  —  1,  cioè  dovranno  annul- 
larsi tutti  i  determinanti  di  ordine  n  compresi  nella  matrice. 
363.  Ciò  si  può  generalizzare  come  segue  : 

5^  una  matrice  [m,  n]  contiene  un  minore  di  ordine  h 
diverso  da  zero  e  se  sono  eguati  a  zero  gli  (m  —  h)  (n  —  h) 
determinanti  minoìH  di  Oìxtine  h  +  1  che  contengono  esso  mi- 
iioiY?  di  Oì^ine  h,  tutti  i  minori  di  ordine  h  + 1  contenuti 
fletta  matrice  saranno  eguati  a  zero,  cioè  la  matinee  avrà 
per  caratteristica  h. 

Sia  infatti  la  matrice 


'a       ••    a 


mi  wm 


nella  quale  il  determinante  minore  di  ordine  h 


A  = 


a 


lì 


'ìk 


a      ••    a 
"*i         ^ih 


V  -  S  25art.  363. 
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sìa  diverso  da  zero;  e  supponiamo  soddisfatte  le  condizioni: 


«n 

•  ■ 

«lA 

«» 

• 

•  • 

• 

• 

«Al 

•  • 

«AA 

«Al 

«>. 

«  • 

"ìh 

"ji 

=  0 


Pel  teorema  dell' articolo  precedente  i  determinanti  di  or- 
dine A  4-  1  della  matrice  [/i  +  1,  n] 


«11 

«13 

■  • 

In 

1 

• 

• 

•  • 

• 

«Al 

«AJ 

*  • 

«, 

hn 

«il 

«i. 

a. 

seno  tutti  nulli,  quindi  per  l'art.  356,  6)  l'equazione 

«il  *i  +  «i»  *«  +  ••+ «in  «^.  =  0 
è  conseguenza  delle  h  equazioni 

«n'-i+«i*^2  +  "+«i.«^«  =  0 


«H^i+«Aa«^i  +  -+«A-*.  =  »- 

Dando  ad  j  i  valori  h  +  ì,  A +  2,  ••,»»,  si   vede  cosi  che 
il  sistema  di  equazioni  omogenee 


«ii^i+-  +  «i»-^,  =0 


«mi^i +••+««,  a',  =  0 


39^ 


V  -  S  2,  art.  3o3. 


si  riduce  a  quello  formato  dalle  prime  ^,  le  quali  seno  fra  Icrc 
indipendenti  (art.  356^  a)  poiché  il  determinante  minore  .1  è 
per  ipotesi  diverso  da  zero. 

Quindi  per  Tart  355  la  matrice 


a..     ••    a, 

Il  In 


a 


mi 


a 


mn 


avrà  per  caratteristica  7^  come  appunto  si  era  asserito. 


V  -  5  3,  art  364. 
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53.  —  Teoremi  sui  determinanti  nulli. 

364.  Se  un  determinante  è  nullo,  esiste  sempre  una  stessa 
relazione  lineare  a  coefficienti  non  tutti  nulli  fra  gli  ele- 
menti di  una  linea  qualunque. 

Infatti,  se  /2  <  n  è  la  caratteristica  del  determinante  [/t^], 
vi  sarà  almeno  un  minore  di  ordine  h  diverso  da  zero.  Suppo- 
nendo che  un  siffatto  determinante  sia: 


A  — 


«11      ••      «JA 


^kl     ••      %H 


si  a\Tà,  per  tutti  i  valori  1,  2,  -,  n  di  i  e  di  j, 


B 


a 


u 


«u  % 


a 


Al 


a 


il 


a     a. 

hh       hi 


a.,   a.. 


=  0, 


pcichè  per  i  ed  j  non  superiori  ad  h  il  determinante  acquista 
due  linee  parallelle  eguali,  mentre  per  i  ed  j  superiori  ad  h  il 
determinante  è  nullo  essendo  h  la  caratteristica  di  [n*].  Quindi, 
sviluppando  B  secondo  gli  elementi  dell'ultima  colonna,  si  può 
scrivere 

a..  A  -h  a..  A,.-h  a^.  A^.  -i-  '  -h  a..  A.,  =  0, 

deve  A     esprime  l'aggiunto  delFelemento  a^  in  detta  colonna. 

Facendo  in  questa  eguaglianza  j  eguale  successivamente  ad 
/^-fl,  /e-f-2,-,n,  e  sommando  si  ottiene  (per  tutti  i  valori 
1,2,..,  n  di  i): 


S^i^-«2i^2+  •  ■^«Ai-^;^-+-^(«.H-i,i  +  «;M.o.i-^  ••+0  =  0' 


392  V  -  5  3,  art.  364-305. 


dove  si  è  posto 

Questa  eguaglianza  dimostra  il  teorema  enunciato,  poiché 
essa  è  appunto  una  relazione  lineare  fra  gli  elementi 

di  una  stessa  colonna,  i  cui  coefficienti  rispettivi 

non  sono  tutti  nulli  (poiché  almeno  A  è  diverso  da  zero)  e  re- 
stano gli  stessi  comunque  si  scelga  T  indice  /,  cioè  per  qual- 
siasi colonna. 

365.  Reciprocamente,  se  esiste  una  stessa  relazione  lineare 
a  coefficienti  non  tutti  nulli  fra  gli  elementi  di  ciascuna 
riga  0  colonna,  il  determinante  è  nullo. 

Si  abbia  infatti 

per  r  =  l,2,  ••  ,  n;  cioè  fra  gli  elem.enti  di  ciascuna  orizzon- 
tale del  determinante  [?i*]  esista  una  relazione  lineare.  Alcune 
delle  X  potranno  essere  nulle,  ma  una  almeno,  p.  es.,  X^ ,  dom 
essere  per  ipotesi  diversa  da  zero  ;  quindi  le  relazioni  date  si 
possono  scrivere  così  : 

per  r  =  l,  2,  ••  ,  n. 

Aggiungendo  ora  alla  prima  colonna  le  altre  rispettiva- 
mente moltiplicate  per 

^2         ^8  K 


Aj  A,  Aj 


V  -  S  3.  art.  365-366. 
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il  che  non  altera  come  sappiamo  il  valore  del  determinante  [w*], 
esso  SI  trasforma  in  un  altro  cogli  elementi  della  prima  colonna 
tutti  nulli  a  motivo  delle  (i),  quindi  [n*]  sarà  nullo  come  si  do- 
veva dimostrare. 

Questi  due  teoremi  si  riassumono  nel  seguente: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  un  de^ 
terminante  sia  nullo  è  che  fra  gli  elementi  di  ogni  riga 
{ovvero  fra  gli  elementi  di  ogni  colonna)  esista  una  stessa 
relazione  lineare  a  coefficienti  non  tutti  nulli. 

366.  Sia  data  ora  la  matrice  [711,  n]  : 


«Il    «18 


«21     «28 


•  . 


a  .  a  ^ 

mi       m3 


a 


a 


In 


Sn 


a 


mn 


e  proponiamoci  innanzi  tutto  di  stabilire  nuovamente  in  modo 
diretto  il  teorema  già  dimostrato  alFart.  362. 

Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  in  non  superiore  ad  n.  Af- 
linchè  questa  matrice  abbia  per  caratteristica  m  —  1  dovrà  in- 
nanzi tutto  contenere  un  minore  diverso  da  zero  di  ordine  m  —  1, 
il  quale,  senza  nuocere  alla  generalità,  possiamo  ammettere  es- 
ser quello  formato  dalle  prime  m—I  colonne  e  righe,  potendosi 
ciò  sempre  ottenere  mediante  un  opportuno  scambio  neir ordine 
delle  linee. 

Supposto  dunque  che  il  minore 


A  = 


a 


11 


a 


12 


a 


i,«  — 1 


«m  — 1,1    ««  —  1,2 


a 


— 1,«  — 1 


Sia  diverso  da  zero^  vogliamo  dimostrare  che  tutti  i  determi- 
nanti di  ordine  m  contenuti  nella  matrice  saranno  nulli 
quando  siano  nulli  quelli  fra  essi  che  contengono  il  minore 

A  :  cioè  si  abbia 
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0) 


a 


11 


1,  m  —  I  Ir 


^21        ••      S,««l       «2r 


0, 


a 


m\ 


a  ,    a 


per  r  —  m  ,  wi  4- 1 ,  •• ,  n. 

Infatti,  indicando  con  a      l'aggiunto  di  a  ^  nel  determiniinle 

(i),  si  ha,  per  tutti  i  valori  1,  2,-' ,  n  di  r; 


(2) 


a,  a,    -t-  a«  cr.    4-  •  -t-  a     a     =0, 


poiché  il  primo  nìembro  è  lo  sviluppo  di  uno  dei  determinanti 
(i)  quando  è  r  =  m,  m-*- 1,  ••  ,7?,  ed  è  lo  sviluppo  di  un  de- 
terminante con  due  colonne  eguali  quando  è  /•  =  1,  2.  •• ,  ?/i  —  1. 
Si  consideri  ora  il  determinante 


M- 


a,      a, 

ìr^        irj 


a 


Ir. 


a 


2r 


a       a 

Mv^       mr, 


a 


2 


dove  r  ,  r  ,  •• ,  r   sono  numeri  diversi  presi  fra  gl'indici  1,  2,  -^n. 

Aggiungendo  alla  sua  ultima  riga  moltiplicata  per  a^^  le  altre 

rispettivamente  moltiplicate  a  partire  dalla  prima  per  aj^,  ^2«'"' 

gli  elementi  di  essa  riga  diventano  tutti  nulli  a  motivo  delle  (:). 
Si  ha  dunque: 


a      [a]=Oy 


cioè 


[«1=0, 


poiché  il  determinante  a  ,  che  è  eguale  ad  A^  è  per  ipotesi  di- 
verso da  zero.  Dunque  ogni  determinante  [a]  della  matrice  [f/u  n] 
è  nullo,  cioè  la  sua  caratteristica  è  wi — 1. 
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3G7.  In  ciò  che  segue  diremo  per  brevità  che  una  matrice 
e  nulla  quando  seno  nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine  mas- 
simo in  essa  contenuti. 

Dalla  formcla  (2)  dell*  articolo  precedente  si  vede  che   se 
la    matrice   [w,  n],  h)i~n\  è  nulla  ed   ha  per   caratteristica 

ra — 1,  esiste  una  stessa  relazione  lineare,  a  coefficienti  non 
tutti  nulli,  fra  gli  elementi  di  una  colonna  qualunque.  Tali  coef- 
iicienti  sono  determinanti  minori  di  ordine  7n  —  1  formati  con 
certe  m—  \  colonne  della  matrice  che  si  considera. 

Se  nella  matrice  [7n,  n]  sono  nulle  tutte  le  (      J   matrici 

ottenute  combinando  le  righe  ad  r  ad  r,  saranno  tali  anche  le 
altre  matrici  formate  con  più  di  r  righe.  Infatti  ogni  determinante 
di  ordine  r-f  5  della  matrice  è  nullo,  come  si  arguisce  svilup- 
pandolo secondo  i  minori  di  ordine  r  compresi  in  una  sua  ma- 
trice di  ?'  righe,  perchè  tali  minori  sono  nulli  per  ipotesi. 

368.  Diamo  qui  un  esempio  che  può  in  qualche  modo  con- 
siderarsi come  una  verificazione  geometrica  del  teorema  del- 
rart.  366, 

Se  te  ,  y\  sono  le  coordinate  cartesiane  di  un  punto  A^^  le 

eguaglianze 


1 


1 


oc. 


X, 


X, 


Vi 


Vt 


y, 


-0, 


1 
1 


X, 


x^ 


X, 


Vi 


Vi 
Vi 


-0, 


esprimono,  come  è  noto,  che  sono  in  linea  retta  i  tre  punti 
-^1,  ^j,  A^  ed  i  tre  punti  ^,,  A^,  A^,  Quindi  saranno  pure  in 
linea  retta  tre  qualunque  dei  quattro  punti  yl,,  A^^  A^,  A^. 
Dunque,  V  annullarsi  dei  due  determinanti  precedenti  trae  di 
conseguenza  l'annullarsi  anche  dei  determinanti 


X, 


*JCn 


Vi 


1 


x. 


*A.  n 


y% 

Vs 


1 


oc. 


y* 


ce. 


Vi 
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cnde  appunto  sarà  nulla  la  matrice  : 


1 

^1 

Vi 

1 

a-. 

Vt 

1 

fl*3 

y» 

1 

a-^ 

Vt 

369.  Vogliamo  ora  dimostrare  il  teorema  più  generale,  già 
dimostrato  in  altro  modo  all'  art.  353,  che  se  nella  matrice 
[m,  n]  vi  sia  almeno  un  minore  di  ordine  h  diverso  da  zero 
e  siano  nulli  gli  (m  —  h)  (n  —  h)  minori  di  ordine  h  -f  1 
contenenti  quel  minore^  saranno  nulli  tutti  i  minoìH  di  or- 
dine h  -f  1  contenuti  nella  mxilrice. 

Supponiamo  infatti  che  il  minore 


A  = 


a 


n 


a 


hX 


a 


Ih 


a 


hh 


sia  diverso  da  zero,  e  che  si  abbia: 


(I) 


"ir 

«.i 

«ir 

«u 

• 

• 

hr 

«« 

a 


ih 


a 


ih 


a 


hh 


=  0, 


Quest'  ultima  eguaglianza  sarà  soddisfatta  anche  per  i  voleri 
di  e  e  di  r  che  non  superano  h^  poiché  per  tali  valori  il  deter- 
minante (i)  acquista  due  linee  parallele  eguali.  Essa  è  dunque 
soddisfatta  per  tutti  i  valori  1 ,  2 ,  •••  ,  m  di  ^  e  per  tutti  i  valori 
1 ,  2,  ••  ,n  di  r.  Per  tutti  questi  valori  si  avrà  quindi,  svilup- 
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pando  il  determinante  (i)  secondo  gli  elementi  della  prima  riga; 


(2) 


»r  u      ri  ti      r2  ih      rh^ 


deve  f — A^.)  esprime  l'aggiunto  dell'elemento  a^.  in  detta  riga. 
Si  consideri  ora  il  minore  di  ordine  h-ì-l 


M  = 


a 


a 


ttV  «Vi 


a 


«Pi 


a 

a 

•  • 

a 

• 

• 

•• 

• 

a 

a 

Vi 

•• 

a 

deve  w  ,  Wj,  Wg,-  ,t/^  sono  numeri  diversi  presi  fra  gì' indici 

1,  2,..,  m  e  cosi  r,  v^^  r^,  v^  sono  numeri  diversi  presi  fra  gli 

indici  1,  2,  ••,w.  Moltiplicando   ogni  colonna  per  A^  si  ha,  in 
virtù  delle  (2), 


\a:\J^^'^- 


\l    ^vl    +   •    +    ««*   ^.*'       ««1    ^.^l   +•   +    ««.    ^v^A 

•  •  •  •  •  • 

«y^i      «l  «^fc      »«  '  «.  l      r|l  «^A      »jH 


Ciascuna  colonna  di  questo  determinante  è  costituita  di  h  co- 
lonne semplici  che  differiscono  per  un  fattore  da  quelle  di  egual 

pesto  in  un'altra  colonna  complessa.  Quindi  ciascuno  degli  h  "*" 
determinanti  ottenuti  prendendo  una  colonna  semplice  in  ogni 
complessa,  avrà  almeno  due  colonne  differenti  fra  loro  solo  per 
per  un  fattore;  sarà  dunque,  per  Tart.  292^ 


[aTA*"^'=:0, 
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cicò 

[a'j=0, 

essendo  A  non  nullo  per  ipotesi. 

Dunque   è  nullo   ogni   minore  [a']  di  ordine  //-hi  delia 

matrice  [m,  7?],  cioè  sono  nulle  tutte  le  (         ,  j  matrici  fermata 

colla  data  prendendo  tutte  le  combinazioni  delle  righe  ad  //-ri 
ad  A  4- 1 ,  quindi  la  matrice  [w,  ii]  ha  per  caratteristica  //. 

370.  Ponendo  successivamente  nella  (2) 

e  sommando,  si  ha: 

\     I,  /i-f-l  I,  /i-j-2  tn,'  ti      1  iz      t  I»     •• 

dove  si  è  posto 

B,~A._^,  .4-  ^._^^  .4-  •  4"^  .. 

Di  qui  il  teorema  generale  : 

La  condizione  necessaria  e  suffìcienie  affinchè  una  aia- 
trice  qualunque  sia  nulla  è  che  fra  gli  ele'tnenii  di  due  0 
2)iù  linee  imrallele  esista  una  stessa  relazione  lineare  a  coef' 
fidenti  non  tutti  nulli. 

371.  Se  h  è  la  caratteristica  della  matrice  [m,  n],  i  z/^^- 
nori  di  ordine  h  x^resi  in  h  righe  sono  proporzionali  a  q^tc^'' 
di  eguale  2)Osto  j^^^csi  in  h  righe  in  tutto  od  i7i  parte  divcrn' 
dalle  prime. 

Siano 


A^  y»         ..        ^» 

1  2  'h 


r'      r*      ••     V* 
1        2  '  h 


numeri  diversi  in  ciascuna  serie  presi  fra  gli  indici  1.  *^, -,/''• 
delle  linee,  ed 
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numeri  diversi  in  ciascuna  serie,  presi  fra  gli  indici  1,  2,--,  n 
delle  cclcnne.  Indicando  per  brevità  col  simbolo 

(liVi..^  [XV  p  . .) 

il  minore  della  matrice  [m,  n]  definito  dalle  righe  di  pesto 
??,  r,  /, . . .  e  dalle  cclcnne  di  pesto  /jl,  y,  ^, . . ,  vegliamo  dimo- 
strare che  : 

['\  '\  "  '\^     h  h  "  O  ^  {'\  ^2  "  '\^    ^'1  ^2  •'  O 

Se  designamo  per  brevità  con  (/,  j)  il  minore  definito  dalle  ri- 
ghe di  pesto 

e  dalle  colonne  di  posto 

ed  indichiamo  per  analogia  con  0  il  complesso  delle  righe 
»'j  >  j"  >'f^,  ovvero  delle  colonne  Sj,  s  ,  ••  s  ,  si  avrà,  per  l'art.  316, 

0=7  +  1)       0  +  1,  y+1)' 

poiché  i  quattro  minori  che  figurano  in  questa  eguaglianza 
fanno  parte  di  uno  stesso  determinante  minore  di  ordine  /<  +  1, 
che,  per  l'ipotesi  fatta,  è  eguale  a  zero.  Dando  ad  i  successi- 
vamente i  valori  0,  1,  2,-- ,  h  —  1  si  ha  cosi 

(0,  J)     ^     (I.J)  (2,  J)     ^ 

(0,  j  +  1)       (ì,  j  +  i)       (2,  j  +  1) 

onde 

(0,  j)     ^     (fi,  J) 

(0,7  +  1)      (/^7  +  l)• 
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Finalmente,  se  in  questa  eguaglianza  si  danno  ad  j  suc- 
cessivamente i  valori  0,  1,  2,-j/r  —  1  se  ne  deduce: 

(0,   0)  ^  (0,   1)  ^  (0,  2)  _ 
Ih.  0)       {h,  Ij       \h,  2)-  "' 

onde  : 

(0,    0)  ^  (0>   h) 

(h,  0)     {h,  ny 

che  era  appunto  l'eguaglianza  da  dimostrarsi. 
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54.  —  Sostituzioni  lineari.  -  Sostituzioni  ortogonali. 


372.  Se 


D  ~  2  db  fl     a^  ••  a 
u    22        «» 


è  un  determinante  diverso  da  zero,  le  relazioni  : 

(,)  ^2  =  ^1^1+^»  ^2  +  -+  «2n^n 

•  •  •  ..  • 

•^n  ni      1    '       n2     2  «ha 

costituiscono  una  cosi  detta  sostituzione  0  trasformazione  li- 
neare delle  variabili  x^ ,  0*^,  ••>  ^^  nelle  variabili  y^,  y^,  ••  y^,  poi- 
ché esse  fanno  corrispondere  ad  ogni  sistema  di  valori  delle 
^\ì  ^2»  "»^»  ^^  sistema  Unico  di  valori  delle  i/^,  y^,  -,  y^,  e  re- 
ciprocamente. I  numeri  a,,  si  dicono  i  coefficienti  della  sostitu- 
zione, ed  il  loro  determinante  D  si  dice  il  determinante^  ovvero 
anche  il  modulo  della  sostituzione. 

373.   Se,  dopo   aver  trasformato  le  or^,  x^^  ••  ,  x^  nelle 

2^1'  ^2»"'  ^n  ^^^^^^^^  1^  sostituzioni  lineari  (i),  si  trasformano 
ulteriormente  le  y^,  y^,  •• ,  y^  in  altre  nuove  variabili  z^^  z^,  -,  z^ 
ponendo  : 


(2) 


-s  =  *«yi  +  ^2  y*  +  "+*«»y» 

•  .  •  ■  •  . 

n  «1^1    '      fi2*'2  '      nii'^ii' 


deve  il  determinante 

C.  GarUerl  e  A.  Caielli  -  AnaUri  AÌgthriea,  2t> 


402  V  -  5  4>  ^^  3/3-374. 


sia  del  pari  diverso  da  zero,  il  risultato  sarà  una  trasfcrmazicne 
lineare  delle  ;r,,  x^,-,  x    nelle  z.,  z^,-,  z  ;  cioè  si  avrà: 


n  «il     1  n2    2  n»    n^ 


deve 


Cy.  =  ^41  ^11.  "+■  ^o  ^*h  "^ *■  ^.  ^«k- 

tA  11      lA  ti     zh  t%     nh 

Di  qui  emerge  (art.  33o)  che  il  determioante 

^         ^11  '  22  n» 

della  trasfcrmazicne  lineare  che  si  cttiene  eseguendo  successiva- 
mente le  (i)  e  (2)  è  eguale  al  predotto  dei  determinanti  di  questa; 
ultime.  In  generale  si  avrà  che  : 

//  de(e7'mmante  della  trasformazione  lineare  iHsuUanfc 
da  più  trasformazioni  lineari  eseguite  successi cameiiie  è 
eguale  al  x>^'Odotio  dei  deier^ninanti  di  qiiesV  ultime. 

374.   Una  trasformazione  lineare  qualsivoglia  delle  va- 
riabili XjjXg, -jX^  nelle  variàbili  yj^,yp,-,y^  jpwò  sempre 

considerarsi  come  la  risultante  di  un  numero  finito  di  ira- 
sfonnazioìii  lineari  scelte  fra  le  seguenti  : 

a)  La  trasformazione 

dove  UL  è  un  numero  qualunque  diverso  da  zero. 

b)  La  trasformazione 

ì/i  --=  ^1  +  ^2,      ^/2  =  07^,     .V3  =  ^3,  ••  ,  y,  =  ^n- 
e)  Le  trasformazioni 
^i  =  ^fc»    yk~^v    yi~^i'^   (e  =  2,3,-,  /i  — 1,  ;ì  +  1,"»4 
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che  combinate  op2)orhtnamc?i(e  permettono  di  conseguire  la 
trasforviazione  più  generale  : 

(.foi'c  i, ,  i^,  -' ,  i  è  una  po^iittazione  qualunque  degli  indici 

1.  2,  ••  ,n. 

Ccminciamo  dall'  osservare  che  dalla  trasformazione  {a) 
combinata  con  le  (e)  si  ottengono  le  altre  n  —  1  trasforma- 
zioni analoghe  alla  (a),  cioè: 

Ui  ----  ^, .     y^=  i^^2  '      2/3  =^^^3  ^"^  !/n'~  ^n  '  ^^^• 

Inoltre  si  vede  subito  come  da  queste  trasformazioni  combi- 
nate con  la  trasformazione  (/>)  si  ottengono  tutte  le  trasfor- 
mazioni del  tipo 

in  cui  le  «p  a^,  --ja  sono  numeri  arbitrarli,  colla  sola  restri- 
ziorie  che  il  numero  e/.,  sia  diverso  da  zero. 

k 

Ciò  premesso  vediamo  come  mediante  tali  trasformazioni 
si  possa  comporre  la  trasformazione  lineare  qualsivoglia  : 

ij  —  a    .r  -f-  a...r  H ha,  ,r 

^1  11     1  12    2  In     n 

^2  21   .1  22    2  2n     n 

■  .  .  •  •  • 

y=^a,x^-\-o^x^-\ ha    x  . 

*^n  ni     1  «2    2  nu    n 

Senza  nuocere  alla  generalità  della  questione  possiamo  sempre 
supporre  che  gli  n  coefficienti  a^^^  a^,,  ••  ,  a^^^  siano  tutti  di- 
versi da  zero,  e  che  siano,  in  pari  tempo,  diversi  da  zero  gli 
n  —  2  determinanti  : 

y  \   fì     n  ^  ~^-  o     lì     a       ••  .       ^   '"  n     a     "  Q. 

-  -  "11  ^22'      ---   "11  ^22  ^33'      '       ^~"ji  "22      "«-!,«- r 
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Infatti,  poiché  il  determinante  2  -ir  «j^  «22  *'  ^«a  ^  P^^  ^^P' 
pesto  diverso  da  zero,  è  facile  vedere  che  deve  esistere  almenc 
una  permutazione  f^,  /g,  -,  i^  degli  n  ìndici  1,  2,  •• ,  n  per  la 

quale  siano  tutte  diverse  da  zero  le 


ed 


^u  »      ^«z  >      ^«/  >  ••  >      ^-.• 


H 


2*' 


3{. 


".«. 


"i.*,      ''■.«a     '*i.% 
%      %     ""«^ 

8i»l  8»'2  ^'3 


5  ecc. 


Per  persuadersi  di  ciò  basta  applicare  più  volte  successiva- 
mente il  principio  che  in  un  determinante  di  ordine  m  diverse 
da  zero  debbono  essere  simultaneamente  diversi  da  zero  al- 
meno un  elemento  di  una  linea  fissata  ad  arbitrio,  ed  il  sue 
determinante  complementare  di  ordine  m—  1.  Allora  la  trasfer- 
mazione  (i)  può  considerarsi  come  il  risultato  della  trasfor- 
mazione 


x\  —x.^^     x'^  —  a?^^,  -  , 


X      =r  X. 


derivabile  dalle  trasformazioni  del  tipo  (e),  e  della  trasforma- 
zione : 


y  =  Ci  .  x^-^-  a  ,  x' 


+  a  ,  x' 

«,i       n 


che  soddisfa  alle  condizioni  da  noi  presupposte.  Del  resto  per 
ciò  che  segue  è  sufficiente  che  siano  diversi  da  zero  i  deter- 
minanti : 


^11»     2;=ta^j  a^,     2;=ta„  a^  ^sa»--- 
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Ciò  posto  per  comporre  la  trasformazione  (i)  si  può  pro- 
cedere nel  modo  seguente.  Partendo  dalla  trasformazione  : 

che  è  già  compresa  nel  tipo  (rf),  poiché  flj,  è  diverso  da  zero, 
SI  componga  questa  trasformazione  con  una  trasformazione  del 
tipo  {(i)i 


y\=y\^-^  y\=y'n 

tale  che  la  trasformazione  risultarfte  sia: 

y''2  =  Sl^l  +  ^2*^2+-+«2»'^n 


Il    __  . .»» 


y8=^3'  2'4='"4'-'  yn= 


^»' 


Quest'  ultima  sì  componga  con  una  nuova  trasformazione  del 
tipo  (d): 

in  modo  che  la  risultante  sia: 

y'"4  =  ^4'       y"5  =  ^5'      ••      '1'"'.  =  ^ 


•  ' 


e  cesi  si  proceda  finché  si   ottenga  la  desiderata  trasforma- 
zione (i). 

Per  giustificare  tale  procedimento   basta  dimostrare  che 
da  una  trasformazione  del  tipo  : 


4CÓ  V  -  S  4»  ^-  ■^74- 

•  •  •  ••  • 

y'n  "=  "ai  ^i  +  "ai -'2  +  ••  +  «»«  ^» 

si  può  sempre  cttenere,  cerne  risultante,  la  trasformazione 
i'i  =  <'n^i+  «lì^i  +••+'^1.^» 

•  •  •  •  •  • 

mediante  una  nuova  trasformazione  lineare  del  tipo  (</)  : 

.'/,  =  y, .   y,  =  y'a .  ••  >   y»  =  .v'» 

•'^A+i  ~  •'■'»-»-2  '  "  '  y»  ~  •"•  ' 

i  cui  coeftìcienti  ),  si  determinino  opportunamente.  Invero,  perchj 
ciò  accada,  ò  necessario  e  sufficiente  che  i  coefficienti  À.  soddi- 
sfino alle  condizioni  : 

«„  Xj  +  flj,  \  +  ••  +  fl„  ).^  =  Sji  ^ ,, , 


''li  'l  +  «i2  >2  +  ••  +  «A8  >  A  =  «*  +  1. 


«lA  ^1  +  «2a'-ì  +  ••  +  «AA  >A  =  «a  + 1.  a 


.V 


>A-.-5^  «A-,-l.A  +  a-(«I.A-*-2>i  +  «?.A  +  a'2+"+  ^A-.^'   ' 

•  •  •  •  ■  •  • 

K  ^'^A+l..         -(«!.-   ^        +«2.,>2  +"+«mV- 


V  -  5  4^  art.  375.  4<  >7 


le  quali  pcsscno  sempre  soddisfarsi  ed  in  un  mede  unico  pei- 
che  il  determinante  ilJba,,  a^  ••  o^^  delle  prime  ?i  equazioni 

ò  diverso  da  zero,  ed  individuano  una  trasformazione  ((?)  che 
appartiene  al  tipo  (rf),  poiché  il  coefficiente  X^^j  avrà  neces- 
sariamente un  valore  diverso  da  zero. 

Ammesso  infatti,  se  è  possibile,  che  si  avesse  X^     -  =  0, 
cicè: 


questa  equazione  congiunta  colle  prime  h  equazioni  del  sistema 
scpra  considerato  darebbe  un  sistema  di  /^  4-  1  equazioni  li- 
neari omogenee  fra  gli  /2  4-  1  numeri  >.^ ,  /  , .. ,  /^,  1.  Il  suo  de- 
terminante, che  è  L  «a,,  a_,  -a.     ,  .     .,  dovrebbe  quindi  es- 

sere  nullo  contrariamente  al  supposto. 

375.  11  teorema  delF  articolo  precedente  può  spesso  appli- 
carsi utilmente  nella  dimostrazione  delle  proprietà  generali  delle 
sostituzioni  lineari.  Così,  p.  es.,  poiché  ogni  sostituzione  si  può 
ottenere  mediante  successive  sostituzioni  dei  tipi  (a),  (&),  (e), 
per  dimostrare  il  teorema  deir  art.  ^7.9  che  il  determinante 
della  sostituzione  risultante  è  eguale  al  prodotto  dei  determi- 
nanti delle  componenti,  basterà  verificare  che  una  sostituzione 
qualsivoglia  (i),  il  cui  determinante  sia 


^=-^■^11  ^22  ••«««' 


combinata  con  una  delle  sostituzioni  (n),  ovvero  (^),  ovvero  (r), 
i  cui  determinanti  hanno  i  valori  of,  1,  —  I,  diventa  una  sosti- 
tuzione di  determinante  a  7),  /),  —  D  rispettivamente.  Ma  tale 
verificazione  si  fa  immediatamente,  poiché  il  determinante  della 
risultante  si  ottiene  dal  determinante  D  ;  nel  primo  caso  molti- 
cando  per  a  gli  elementi  di  una  stessa  linea,  nel  secondo  ag- 
giungendo agli  elementi  di  una  stessa  lineai  corrispondenti  di 
un'altra,  nel  terzo  scambiando  fra  loro  due  linee.  Si  ha  cosi  al 
tempo  stesso  una  nuova  dimostrazione  del  teorema  di  molti- 
plicazione dei  determinanti. 


4o8  V  -  S  4,  art.  37(.. 

376.  Supponiamo  ora  che  le  a?j ,  «^ ,  •• ,  a;^  soddisfino  alle 
equazioni  lineari  : 

(,)  ^^«  =  '^ii  ^i  +  Cj,  a;,  +  ••+  c„  a:, 

•  •  •  ••  . 

*a?,  =  c„a;j  +  e,,  «?,  +  ••+  c^a;,. 
Eseguendo  la  trasformazione  lineare 

l'i  =  «Il  ^i  +  «i» ^8 +  ••+«,«, 
(2)         ^2  =  «2i^i  +  «a«'8+  •+«,»^. 

•  •  •  ••  a 

"  mi  n?      2  fin     « 

si  ha  primieramente: 

«  y,  =  a„  a?,  +  «„  a;^  + ..  +  a,„  a?, 

•  •  .  ••  , 

•»  ni      1  n2      2  «n      n  ' 

dove  per  brevità  si  è  posto 

(3)  u,^  =  a.^  c^^  +  a,^  e,,  -f  •+  a,^  c^^. 

Se  ora  in  queste  equazioni  si  sostituiscono  i  valori  di  oc. ,  a?^,  ••,^. 

1     *       " 

espressi  colle  j/j,  yj,",j/^  ricavati  dalle  (2),  si  ottiene: 
(I)'  ^  ^2  =  7«  l'i  +  Va  J'j  +  ••  +  7s»  V, 

•  •  •  ••  , 

-  y  =  7„i  y.  +  7.2  y..  +  •  •  +  7«n  J/»  ' 


\'  -  5  4^  art,  376. 


409 


deve 

essendo  ^^.^  raggiunto  deirelemento  a^  nel  determinante 

il  =  2  dr  a     a_-  ..  a    . 
Il    22  *      flfi 

Se  le  (i)  sono  soddisfatte  da  valori  non  tutti  nulli  delle  ir, 
dovrà  essere  nullo  (art.  350)  il  determinante  : 


L  = 


^11  ""  ^ 


'%\ 


12 
^22  "~  ^ 


In 


6* 


ni 


«3 


2n 


C       ^Z 
nn 


Ma  allora  i  valori  di  i/, ,  i^„,  ••  ,  7/    dati  dalle  (2)  non  sa- 

1         «  n  ' 

ranno  neanche  essi  tutti  nulli,  poiché  il  determinante  A  si 
suppone  diverso  da  zero;  quindi  dalle  (i)'  si  vede  che  dovrà 
essere  nullo  il  determinante 


A  — 


Va 


V 


12 


V2I 


In- 


Bl 


7 


aS 


72, 


7      —  Z 


Di  qui  è  facile  prevedere  che  i  due  determinanti  D  e  \ 
soy>o  eguati  identicamente,  qualunque  sia  il  valore  di  z.  Del 
resto  ciò  può  verificarsi  direttamente  cosi.  Per  la  regola  di 
moltiplicazione  dei  determinanti,  ed  in  virtù  delle  (3),  si  ha 


DA  = 


«1!  -  «Il  ^ 

«12          «18  ^ 

.  . 

«1»  -  «■»  * 

«21  -  «a  ^ 

«22          «82  - 

.  • 

«2»  -  «2»  ^ 

• 

• 

•  . 

• 

«.1       «».  - 

««8  -  «..*  = 

.  • 

a     —  a    z 

nn            nn 
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V  -  S  4.  art  37Ò-377. 


Mcltiplicando  ora  per  il  determinante 


A'  = 


_ 
A 

A 


12 

A 


"in 

li- 
^1 


ni  n2 


nn 


A     ! 


e,  ricordando  che  a,.  A^,  4-  a..A^.  -{-  ••  -r-  a.  A.     è  uguale  a 

il        Al  li        n«  ttl        ntt 


>. 


zero  per  h  o  ?  ed  è  eguale  ad  A  per  /e  =  f,  si 


ottiene 


2)v4^'= 


Vii 


12 


7 


21 


/22  "• 


Vnl  7n2 

onde  appunto 

2)  =  A, 
poiché  ^1^'=  1. 

377.  Una  sostituzione  lineare 


V 
V 


In 


2» 


•  »i» 


i=A, 


(I) 


2^1  =  «Il  ^1  +  «12  ^2  + 


^'n  ni       1  n2      2 


-{-  a,    X 
In      n 


-^  ax 

nn      n 


si  dice  ortogonale  quando  la  somma  dei  quadrati  delle  varia- 
bili X  viene  da  essa  trasformata  nella  somma  dei  quadrati  delle 
nuove  variabili  y.  Dovendosi  avere  identicamente 


(2) 


è  chiaro  che,  affinchè  la  (i)  sia  una  sostituzione  ortogonale,  t 
necessario  e  sufficiente  siano  soddisfatte  le  n  condizioni 


V  -  5  4.  art.  377.  41 1 

,    n(n  — 1)         ...     . 
e  le     ^      — -  condizioni 

db 

Ciò  pesto,  se  si  moltiplicano   le   (i)  rispettivamente   per 

^'i«*  ^?»'  "'^m  e  si  sommano,  si  trova,  in  virtù  delle  condizioni 
(a)  e  (,S), 

^, -=  a„  Vi  +  <'2; //g  +  ••  +«„,//„. 

onde,  dando  ad  ?"  i  valori  1,  2,  ••  ,  n,   si    otterrà,  come  scstitu- 
zicne  ortogonale  inversa  della  (1) , 

a-i  =  «11  !/i  +  flji  2/a  +  ••  +  «„,  //„ 

Elevando  a  quadrato,  sommando  e  ricordando  che  ha  luogo 
r  indentità  (2),  si  deducono  ora  di  qui  le  n  relazioni  : 

^    ^  ti  i2  m  ' 

,    n  (n  —  1)      ,     .     . 

e  le  — ^^;r — -  relazioni 


(^y  a.,  a..  4-  a,,  a..,  4-  ••  4-  a.    a.   —  0, 

analoghe  alle  (if)  e  (?)  delle  quali  esse  sono  una  conseguenza. 
Reciprocamente,  le  condizioni  (a)  e  (g)  sono  conseguenza  delle 
{^r  e  (?)'. 


412 


V  -  S  4.  art.  377-378. 


Elevando  a  quadrato,  colla  nota  regola,  il  determinante 


(3) 


A  = 


«Il       «12 


««  «i2 


a 


in 


a 


tn 


a 


ni 


a 


•i2 


a 


nn 


della  sostituzione ,  si  ottiene  un  determinante  il  quale ,  in 
virtù  delle  relazioni  (a),  avrà  gli  elementi  della  prima  dia- 
gonale tutti  eguali  ad  ],  ed  in  virtù  delle  (^-i)  avrà  tutti  gli  altri 
elementi  nulli.  Esso  avrà  dunque  il  valore  1  e  per  conse- 
guenza dovrà  essere 


(4) 


A  =  dzl 


378.  Indicando  con  /^^  l'aggiunto  di  a.^^  nel  determinante 

(3),  le  relazioni  (i)  risolute  direttamente  rispetto  ad  a:  ,',x^ 
ci  darebbero: 

Ax^  =  u,,y,  4-  a^^y^  4- ••  4-  a^,y^ 
Ax^  =  «1,1/1  4-  a^y,  4-  ••  4-  a„,l/. 


^^«  =  ^xn^x  -^  Hny%  +••■*-  ««»y«  • 

Tali  espressioni  delle  x  per  mezzo  delle  y  dovendo  coin- 
cidere con  le  (i)',  dovrà  essere: 

a^^.  =  Afly ,         i,  j  =  1,  2,  •• ,  «, 

cioè  ogni  elemento  del  determininte  di  una  sostituzione  or- 
togonale è  uguale  al  suo  aggiunto  moltiplicato  per  il  deter- 
minante della  sostituzione,  il  cui  valore  è  ±  1. 

Più  generalmente:  un  minore  qualunque  del  deternU- 
nante  di  una  sostituzione  ortogonale  è  uguale  al  suo  ag- 
giunto preso  col  segno  ±  1  secondochè  il  determinante  della 
sostituzione  ha  il  valore  4- 1  omero  —  1 . 

Ciò  è  una  conseguenza  immediata  del  teorema  prece- 
dente e  del  teorema  dimostrato  all'art  345^  e).  (Cap.  IV,  §  6). 


CAPITOLO  VI 


PROPRIETÀ  FONDAMENTALI  DELLE  FUNZIONI 

RAZIONALI  INTERE 


<;  1.  —  Definizioni  sulle  funzioni. 


379.  Fin  qui  i  numeri  su  cui  si  seno  eseguite  le  varie  cpe- 
razicni  furono  sempre  riguardati  a  valori  fìssi.  iMa  può  accadere 
che  per  risolvere  una  data  questione  si  debba  operare  anche 
su  numeri  che  possono  cambiare  di  valori.  Quindi  la  necessità 
di  studiare  le  operazioni  aritmetiche  applicate  a  tali  numeri. 
Siffatto  studio  costituisce  la  teoì-ia  delle  fanzi(mi. 

380.  Cn  numero  si  dice  cosianie  quando  in  tutte  le  ope- 
razioni di  un  calcolo  conserva  sempre  lo  stesso  valore,  che  può 
essere  datò  o  da  /issa7'Si  ad  aìbilrio  entro  dati  limiti.  In  que- 
sto secondp  caso  la  costante  si  dice  arbitraria,  o,  con  una  pa- 
rola sola,  /^aram^Z/'O. 

381.  Un  numero  si  dice  vanahile  quando  può  assumere 
diversi  valori.  Se  questi  valori  sono  arbitrari,  la  variabile  si  dice 
indipendente:  ma  se  invece  dipendono  dai  valori  di  una  o  più 
altre  variabili  indipendenti,  la  variabile  si 'dice  dipendente  e  firn- 
zione  delle  prime. 

Cosi,  p.  es.,  se  nell'espressione  5a?-f  2,  x  rappresenta  un 
numero  variabile  qualunque,  cioè  sq  x  è  una  variabile  indi- 
pendente, allora,  posto 

2/  =  507  -f  2 , 

sarà  y  una  variabile  dipendente  o  funzione  di  x.  Ad  ogni  va- 
lere di  X  ne  corrisponde  uno  per  y. 

Si  avverta  fin  d*ora  che  questo  concetto  di  funzione  è  af- 
fatto indipendente  da  qualunque  ipotesi  sulla  possibilità  di  espri- 
mere la  funzione  stessa  mediante  un  sistema  di  operazioni  da 
eseguire  sulla  variabile  o  sulle  variabili  indipendenti  e  sulle 
costanti.  Vale  a  dire  : 

Un  numero  y  è  fimzione  di  una  variabile  x  quando  ad 
ogni  valore  di  x^  compreso  fra  dati  limiti,  corrispondono  uno  e 
più  valori  determinati  per  y. 


4i6  VI  -  §  I,  art.  38i-382- 

Un  numero  ti  è  funzione  di  più  variabili  a:,  z,  ^..  quando 
ad  cgni  sistema  di  valori  di  ^r,  r,  f, ..,  compresi  fra  dati  limiti, 
corrispondono  uno  o  più  valori  determinati  per  ti. 

Le  costanti  si  sogliono  indicare  colle  prime  lettere  del- 
Talfabeto,  e  le  variabili  colle  ultime. 

382.  Per  esprimere  che  la  variabile  y  è  una  data  funzicne 
della  variabile  x  si  suol  scrivere 

y  =  n-v) 

dove  in  luogo  della  lettera  f,  iniziale  della  parola  funzione,  si 
possono  anche  sostituire  simboli  diversi  che  servano  ad  indivi- 
duare diverse  funzioni.  Così  per  esprimere  che  le  variabili 
y,  ;?,  w,..  dipendono  tutte  dall'unica  variabile  ir,  si  può  scrivere: 

y  —  f(x) 
u  =  6{x) 


Analogamente,  per  esprimere  che  u  è  una  funzicne  dì 
più  variabili  indipendenti  or,  Zy  f, ...  si  suol  scrivere 

u  —  f(x,z,  ^...); 

e  quando  abbiansi  a  considerare  più  variabili  w,  t?,  «?,.-•  ^^e 
dipendano  dalle  x,  z^  f,...  si  scrive,  p.  es: 

u  =  f(x,z,  /,..) 
v  =  (f(x^  z,  /,..) 

W  =  [^{X^  Zy  ^..) 

•  .  •  • 

Ove  sia  possibile  di  definire  con  espressioni  analitiche  il 
legame  esistente  fra  la  variabile  e  la  funzione,  le  lettere  f^  F,  9,.. 
messe  innanzi  alle  parentesi  possono  considerarsi  come  carat- 
teristiche che  indicano  brevemente  quel  complesso  di  opera- 
zioni aritmetiche  da  eseguirsi  sulla  variabile  per  ottenere  il  cor- 
rispondente valore  della  funzicne. 


VI  -  S  ^  art.  382-384.  417 


Se  si  abbia  la  funzione 

ed  importi  mettere  in  evidenza  che  il  legame  fra  la  funzione  n 
e  le  variabili  x^  z^  /,..  non  è  stato  fissato  in  modo  assoluto,  ma 
che  esso  resta  fissato  soltanto  quando  siansi  fissati  i  valori  da 
attribuirsi  a  certi  parametri  p,j9j,pg,-,  si  potranno  includere 

anche  questi  ultimi  entro  le  parentesi  insieme  colle  variabili 
scrivendo  p.  es.  : 

u  —  f{x,z,  /,..  ;j5,  /5j,  0^,"\ 

383.  Il  vantaggio  principale  del  segno  funzionale  consiste 
in  ciò  che  esso  permette  di  designare  con  facilità  ed  evidenza 
i  differenti  valori  che  assume  la  funzione  quando  alle  variabili 
indipendenti  si  attribuiscono  differenti  sistemi  di  valori  speciali. 
Così,  se  f{x)  è  una  data  funzione  di  x,  i  valori  speciali  che 
essa  assume  quando  si  diano  ad  x  dei  valori  speciali  distinti 
^,  à,  e,.,  vengono  espressi  rispettivamente  con /'(a),  f{b)^f{c\... 
Analoghi  significati  hanno  i  simboli  /"(«,  &,  e,..),  /"(a,  z,  /,..),  ecc. 

384.  Prima  del  secolo  attuale  si  chiamava  funzione  di  una 
0  più  variabili  il  risultato  di  un  dato  complesso  di  operazioni 
aritmetiche  da  eseguirsi  sulle  variabili. 

Questo  modo  di  definire  una  funzione  non  può  però  ritenersi 
identico  con  quello  generalissimo  dato  sopra,  poiché  nello  statQ 
attuale  della  scienza  non  si  può  ancora  rispondere  alla  seguente 
demanda  : 

Sia  data  fra  certi  limiti  una  funzione  y  di  una  0  più  va- 
riabili, cioè  si  sappia  che  ad  ogni  sistema  di  valori  delle  va- 
riabili, compresi  fra  certi  limiti,  corrispondono  uno  0  più  valori 
determinati  per  y.  Si  demanda  se  è  sempre  possibile  di  espri- 
mere analiticamente  y  con  un  insieme  di  operazioni  aritmetiche 
da  eseguirsi  sulle  variabili  per  tutti  i  valori  di  esse  compresi 
fra  gli  stessi  limiti. 

Ora,  per  estesissime  classi  di  funzioni,  che  presentano 
anche  grandissime  singolarità,  si  può  trovare  un'espressione 
analitica.  Ma  con  tutto  questo,  rimane  ancora  il  dubbio  che, 
senza  almeno  qualche  limitazione,  non  possano  esistere  fun- 
zioni per  le  quali  sia  impossibile  di  trovare  un'espressione  ana- 
litica, almeno  cogli  attuali  segni  dell'analisi. 

G.  GArbtert  e  A.  Capelli.  -  AnaU$i  aìgthrit;  ZI 


4i8  VI  -Si,  art.385-3S^B. 

385.  Cionondimeno  la  classificazione  più  importante  delle 
funzioni  finora  conosciute  si  fonda  essenzialmente  sulla  diversa 
natura  della  loro  espressione  analitica.  Si  deve  inoltre  alla  espres- 
sione analitica  delle  funzioni  la  loro  suddivisione  in  funzioni  a  va- 
riabili reali  e  funzioni  a  variabili  complesse.  Una  funzione 
f'[x,  1/,  z,.,)  suscettibile  di  essere  rappresentata  per  mezzo  di 
un  dato  sistema  di  operazioni  da  eseguirsi  sulle  variabili  si  dice 
a  variabili  reali  se  esso  si  eseguisce  soltanto  sopra  valori  reali 
delle  variabili.  Si  dice  invece  a  variabile  complessa  se  questo  me- 
desimo sistema  di  operazioni  si  estende  anche  ai  valori  com- 
plessi   a?  =  a?'  -h  J^'7 ,      1/  =  y'  4- 1/'7 ,  •  • 

In  seguito,  quando  non  si  faccia  espressamente  qualche 
riserva,  si  dovrà  sempre  intendere  che  le  variabili  possono  as- 
sumere valori  reali  o  complessi. 

386'.  Si  chiamano  razionali  quelle  funzioni  la  cui  espres- 
sione analitica  si  compone  delle  quattro  operazioni  fondamen- 
tali, addizione,  sottrazione,  moltiplicazione  e  divisione  eseguite 
sulle  variabili  un  numero  finito  di  volte. 

Se  non  vi  sono  divisioni  da  eseguirsi  sulle  variabili  e  se 
queste  possono  farsi  sparire  dai  denominatori  la  funzione  chia- 
masi razionale  intera;  in  caso  contrario,  razionale  fratta. 

387.  Una  funzione  intera  delle  variabili  x^y^z^-  si  espri- 
merà evidentemente  come  la  somma  di  un  numero  finite  di 
termini  della  forma 

«r      Pr     Tr 

c^x     y    z     -, 

dove  le  e  sono  delle  costanti  [coefficienti)  e  le  a^,  p^,  y^  ••  in- 
dicano degli  esponenti  interi  e  positivi. 

Data  una  funzione  razionale  fratta  si  potrà  sempre  fare 
in  modo  che  la  sua  espressione  contenga  una  sola  volta  Tcpe- 
razione  di  divisione,  rispetto  alle  variabili,  bastando  a  tale  og- 
getto di  applicare  una  o  più  volte  la  regola  di  riduzione  al  co- 
mune denominatore  e  di  divisione  delle  frazioni.  Quindi: 

Una  funzione  razionale  fratta  può  sempre  esprimerai 
come  il  quoziente  di  due  funzioni  razionali  intere. 

388.  Una  variabile  u  si  dice  funzione  algebrica  delle  va- 
riabili 07,  y,  r,  ••,  ner senso  più  generale  della  parola,  quando 
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il  legame  fra  la  variabile  w  e  le  variabili  x^y^z^-  può  essere 
espresso  da  una  relazione  della  ferma 

deve  il  primo  membro  sia  una  funzione  razionale  intera  di  tutte 
le  variabili  t/,  a?,  y,  ^, -.  Una  relazione  di  questa  forma  chia- 
masi un'equazione  algebrica  fra  le  i«,  re,  1/,  z,  •• . 

Tutte  quelle  funzioni  che  non  sono  algebriche  si  dicono 
Ir  ascendenti, 

389.  Le  funzioni  razionali  sono  tutte  comprese  fra  le 
algebriche. 

Infatti,  se  te  è  una  funzione  razionale  della  x.y.z,-   si 
avrà  (art.  387)  : 

_  9  (x,  y,  z,  "  ) 

dove  9  e  ò  sono  due  funzioni  intere.  Quindi  la  funzione  u  è  le- 
gata alle  X,  1/,  z^  "  dair equazione 

u  ò  (a?,  y,z,")  —  (p  (x,  y,  Zy")  =  0, 

il    cui  primo  membro   è   appunto   una  funzione   intera  delle 
t«,  07,  y,  z;  -. 

Le  altre  funzioni  algebriche  si  dicono  irrazionali. 

390.  Fra  le  funzioni  algebriche  meritano  speciale  attenzione 
quelle  esprimibili  per  radicali y  cioè  quelle  la  cui  espressione 
analitica  si  compone  delle  quattro  operazioni  fondamentali  e 
deir  estrazione  di  radice  eseguite  sulle  variabili  un  numero  fi- 
nito di  volte.  Tale  sarebbe,  p.  es.,  l'espressione 

3 


r 


ox-^  —  15  .V  a?  —  hy 

u  — . 

1  -f  |/aj^  4-  ^Jy-^2 

Più  tardi  si  dimostrerà  (vedi  funzioni  simmetriche  delle 
adici  di  una  equazione)  che: 
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Ogni  funzione  espìHmibile  per  radicali  è  una  funzione 
algebrica. 

Sia,  p.  es.,  la  funzione 


ax^  —  6  \  X  —  y 
u  = -— —— 

l-^  e  \^x  —y 


Moltiplicando  i  due  termini  della  frazione  per  1  —e  \  x  —  y^ 
si  ottiene: 


flg'  -f  ftc  (3?  —  y)  —  \/.r  —  y  (oa  *  +  6) 


quindi  : 


u 


[1  —  e*  (j?  —  y)]  —  aa?*  —  he  {x  —  y)  ■=  —  \'x  —  y  (oa* -f  ^* 


Donde,  quadrando,  si  desume  che  la  variabile  u  è  funzicne  al- 
gebrica delle  variabili  x  ed  y. 

Le  funzioni  algebriche  esprimibili  per  radicali  vcngcnc 
anche  chiamate  algebriche  esplicite  0  funzioni  irrazionali  or- 
dinariCy  da  taluni  anche  semplicemente  funzioni  algebriche. 

Le  funzioni  algebriche  non  esprimibili  per  radicali  ven- 
gono dette  talora  funzioni  algebriche  imjUicile. 

391.  Una  funzione  dicesi  periodica  quando  riprende  le 
stesso  valore  per  valori  della  variabile  a  dati  intervalli. 

Tali  sono  le  funzioni  trigonometriche. 

392.  Una  funzione  di  più  indeterminate  si  dice  simmeOica 
se  non  cambia  di  valore  per  qualunque  scambio  operato  su 
di  esse. 

Per  es.,  sono  simmetriche  rispetto  alle  variabili  a;  ed  1/  k 
funzioni 

^  +  y  +  ^^  + 1^*  +  3a  —  5^, 

^  +y  , 
cos  (x  -f  y) ,  ecc» 


j 
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La  funzione 

a?*  4-  y'  4-  «^  —  5a'  —  5^/'  4-  sin  (x  4-  3/) 

è  simmetrica  rispetto  alle  variabili  a;  ed  y  e  alle  indeterminate 
0  parametri  a  e  b. 

393,  Una  funzione  di  più  indeterminate  si  dice  alternata 
quando  cello  scambio  di  due  qualunque  di  esse  cambia  solo  il 
segno  ma  non  il  valore;  per  modo  che  operando  un  certo  nu- 
mero di  tali  scambi  successivi  la  funzione  prende  alternativa- 
mente lo  stesso  valore  od  il  valore  opposto.  Quindi,  per  le  pro- 
prietà delle  sostituzioni  (cfr.  Cap.  IH),  una  funzione  alternata 
conserva  il  suo  valore  quando  si  eseguisce  sulle  variabili  una 
sostituzione  di  classe  pari,  e  cambia  soltanto  di  segno  quando 
si  eseguisce  su  di  esse  una  sostituzione  di  classe  dispari. 
Tali  sono  le  funzioni  di  due  variabili  : 

X  —  y ,      sin  (a?  —  y)  y  ecc. 


Tale  è,  p.  es.,  rispetto  alle  n  variabili  a^^,  a?^,-  ,  a?  ,  il  deter- 
minante 


.  2  n^l 

1     X^     X^       ••      X^ 


1     -^2     ^2 


CO, 


n  — l 


•        • 


1  t  n— 1 

1    jr     a;       ••     a? 

n       n  n 


che  è  eguale  al  prodotto  delle  differenze  due  a  due  delle  .r 
(art.  318). 

394.  Una  funzione  di  più  variabili  a?,  ?/,  ^, ...  si  dice  omo*^ 
genea  di  grado  m,  quando  sostituendo  le  variabili  a?,  y,  ;r,... 
con  /a;,  ^y,  /^,...,  si  ottiene  la  stessa  funzione  di  prima  molti- 
plicata per  ^*»,  dove  t  sia  un'  indeterminata  ed  m  un  numero 
reale. 

Le  funzioni 


K  ^y»    ycc—y^    Icg^  — logy, 


x  —  y 
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I 

seno  cmcgenee  nelle  variabili  x  ed  y  dei  gradi  rispettivi 

1,    1,    0,    -1. 

Una  funzione  /*(x, y,  ^, ..)  omogenea  di  grado  m  è  dun- 
que definita  daireguaglianza 

(0  r(tjy    tu.    ^-,..)  =  /*/'(j-,y,-,-)» 

che  deve  sussistere  per  tutti  i  valori  delle  variabili  fra  i  limiti 
considerati. 
Ponendo 


si  ha  dalla  (i): 


(2)  f{r.y.z,-)  =  x'  f{\A,^,-y, 

X        X 

quindi  : 

Una  funzione  omogenea  di  grado  m  di  più  variabili  si 
può  trasformare  nel  prodotto  della  potenza  m  di  una  qua- 
lunque delle  sue  vaìHabili  per  una  funzione  dei  soli  rapporti 
delle  rimanenti  variabili  alla  prima. 

Reciprocamente,  ogni  funzione  f  (x,  y,  z, . .)  definita  da 
un*  eguaglianza  della  forma 

(3)  f{a:,y,z,")=x'^<f  \^,  "J*") 

è  omogenea  di  grado  m. 

Infatti,  cambiando  in  questa  a?,  y,  z^  ••  rispettivamente  in 
ìj-,  ty^  tZj  •• ,  si  ottiene  : 
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Scstituendc  qui  invece  di  x*^  y  ( -^,  —  ,••  )  il  valore  /'(or,  [/,  z  ••  ) 
dato  dalla  (3),  si  ha: 

f(fx,  iy,   iz  ")  =  r  r(x,  y,  z,  •  ), 

nella  quale  sta  scritta  la  definizione  (i)  di  funzione  omogenea. 
Dunque  la  (3),  essendo  caratteristica  per  le  funzioni  omo- 
genee, può  anche  servire  come  loro  definizione. 

395.  Ed  ora  ci  occuperemo  in  particolar  modo  delle  funzioni 
algebriche  razionali  intere  che,  per  brevità,  diremo  semplice- 
mente funzioni  intere. 
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52.  —  Funzioni  intere  di  una  o  più  variabili. 

396.  Una  funzione  intera  ad  una  variabile  si  dice  del  grado  n 
quando  fra  i  suci  termini  si  trcva  la  n««  potenza  della  varia- 
bile, ma  nessuna  potenza  con  esponente  maggiore. 

La  ferma  generale  di  una  funzione  intera  in  x  di  grado  iì 
è  il  polinomio 

a^  :t:    -^  a.  X  -h    ••   +  a       ,  a:  -h  fl   , 

0  1  n  —  1  «  ' 

dove  le  a  sono  da  riguardarsi   come  coefficienti  costanti  nu- 
merici 0  letterali. 

Una  funzione  intera  completa  ad  una  variabile  di  grado  n 
ha  dunque  n  H-  1  termini.  Se  la  funzione  intera  è  incompleta, 
cioè  se  manca  di  qualche  termine,  il  coefficiente  corrispondente 
si  può  riguardare  come  eguale  a  zero. 

397.  Si  consideri  ora  una  funzione  intera  a  più  variabili.  Si 
chiama  grado  di  un  suo  termine  la  somma  degli  esponenti 
delle  variabili  contenuti  in  quel  termine,  e  si  dice  grado  della 
funzione  il  massimo  fra  i  gradi  dei  suoi  termini. 

Cosi  la  funzione 

ax^  -f  &JC V  —  cxì/z  -f  z^^ 

è  del  settimo  grado. 

Se  il  grado  è  1  la  funzione  sì  dice  Ihieare. 

La  forma  generale  di  una  funzione  lineare  delle  variabil 
a-,  »/,  z  è  dunque: 

ax  -\'  bj  -^  cz  '{'  dy 

con  <7,  ft,  e,  d  costanti. 

398.  Se  una  funzione  intera  è  omogenea  di  grado  vi.  cioè 
se  la  condizione  (i)  dell'art  394  è  soddisfatta,  tutti  i  suci  ter- 
mini devono  essere  dello  stesso  grado  m.  Reciprocamente,  se 
i  termini  di  una  funzione  intera  sono  tutti  di  uno  stesso  grado  ììin 
la  condizione  di  omogeneità  è  soddisfatta.  Dunque  si  può  dire  che: 

Una  funzione  infera  omogenea  di  grado  m  è  ogni  fun- 
zione inteì^a  i  cui  termini  hamio  lo  stesso  grado  m. 
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309.  Un  termine  di  una  funzione  omogenea  di  grado  m  a  p 
variabili  a:,,  ;r„,  -,  a?    è  della  forma 

1'       2'  P 

essendo  C  una  costante,  e  gli  esponenti  ct.^^  rj,^,  -  ^  oLp  numeri 
interi  positivi,  in  parte  anche  nulli,  tali  da  avere 

(i)  •         «1  -f  a,  H h  ap  =  m. 

Dunque  una  funzione  omogenea  di  grado   in  a  p  variabili  è 
della  forma 


I 


Cx^i  x"*^   "  x^^ 


deve  gli  esponenti  possono  prendere  tutti  i  sistemi  di  valori  in- 
teri e  positivi  (anche  nulli)  che  soddisfano  alla  (i). 

Per  sapere  quanti  termini  contiene  nel  caso  più  generale 
una  tale  funzione,  si  osservi  che  ogni  suo  termine,  ommessa 
la  costante,  è: 

(X      oc  oc 

X  ^  X  ^     ••    X  ^  . 
12  p     ' 

cicè,  scrivendo  «j  volte  a?^,  a^  volte  iCg,-,  a    volte  r  : 

X.  X .   ••    X     X^  Xa  ••    ^^  '•    ^    ^-  ••    ^  • 

Qui  il  numero  totale  delle  lettere  è  m  e  ogni  lettera  può  es- 
sere ripetuta  quante  volte  si  vuole.  Facendo  tutte  le  combi- 
nazioni di  lettere,  si  ottengono  tutti  i  termini  della  funzione. 
Dunque  il  numero  totale  di  essi  è  eguale  al  numero  delle  com- 
binazioni con  ripetizione  di  p  lettere  ad  m  ad  m. 

Questo  numero  è,  come  si  sa  (art.  197),  eguale  al  numero 
delle  combinazioni  semplici  di  p-^7n  —  1  lettere  ad  m  ad  in. 
Dunque  la  funzione  intera  omogenea  di  grado  m  a  p  variabili 
contiene  nel  caso  più  generale  : 


/P'\'7n  — 1\ 


'p-h7n~l\  _  (j)  +  m  — l)(i?  +  m  —  2)-(p-f  1)/^ 

1.2.3  ••  in 


termini. 
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Cesi  le  funzioni  omogenee  di  2°  grado  a  tre  e  quattro  va- 
riabili hanno  6  e  10  termini. 

400.  I  termini  di  una  funzione  intera  non  omogenea  a  p 
variabili  di  grado  ni  possono  essere  riuniti  in  modo  da  costi- 
tuire una  parte  costante  e  delle  funzioni  intere  omogenee  dei 
gradi  1,  2,  •• ,  m.  Indicando  con  f^  la  parte  costante  e  con  f^ ,  f^  •  f^ 

le  rispettive  funzioni  omogenee  dei  gradi  1,  2,  •• ,  tw,  la  data  fun- 
zione si  può  scrivere  sotto  la  forma 

Dunque,  per  Tarticolo  precedente,  questa  funzione  contiene, 

(''7V(')^cr)+-f"r') 

termini.  Si  osservi  che  questa  funzione  ha  evidentemente  le 
stesso  numero  di  termini  della  funzione  omogenea  di  grado  m 

contenente  una  nuova  variabile  /.  Onde,  poiché  quest'ultima  è 
evidentemente  la  forma  più  generale  di  una  funzione  omogenea 
di  grado  m  di  />  +  I  variabili,  sì  vede  che  la  funzione  intera 
non  omogenea  di  grado  m  a  p  variabili  contiene  tanti  termini 
quanti  ne  contiene  quella  omogenea  di  grado  m  a  1?  -f  1  va- 
rtabili,  quindi  essa  contiene: 


CD 


termini. 

Di  qui  la  formola  combinatcx'ia 


(''r)=r;r')+«)-e:v-f"r'} 

401.  Due  funzioni  razionali  (intere  0  fratte)  di  una  0  più  va- 
riabili si  dicono  eguali  identicamente  se  assumono  valori  eguali 
per  tutti  i  valori  che  si  possono  attribuire  alle  variabili. 
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402,  Le  ccndizicni  di  identità  delle  funzioni  intere  sono  date 
dal  seguente  teorema: 

Affinchè  due  funzioni  infere  siano  eguali  identicamente 
è  necessario  e  sufficiente  che  siano  eguali  i  coefficienti  dei 
ferìnini  omologhi. 

Siano  date  le  due  funzioni  intere 

le  quali,  ordinate  secondo  le  potenze  di  una  delle  variabili  a:, 
si  potranno  esprimere  rispettivamente  con  : 

dove  le  /"e  le  ^  saranno  funzioni  delle  rimanenti  variabili  y,  ^,  •• 
Supponendo  che  le  due  funzioni   F  e  ^   siano  identica- 
mente eguali,  si  avrà,  per  tutti  i  valori  possibili  delle  variabili  : 

Dunque,  se  si  lasciano  indeterminate  le  y,  ^,  -,  e  si  at- 
tribuiscono ad  a:  dei  valori  distinti  Xq,  a?,,  a-,,  ••  fissati  ad  arbi- 
trio, si  deve  avere  il  sistema  di  eguaglianze  : 


(/-o-?»)  +  i^-fx)  ^.+  (r-?^)  <+  ••  +  (C-?m)  <=  0' 


dove  m  è  il  grado  delle  funzioni  F  e  $  rispetto  alla  variabile  a\ 
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Le  (i)  si  fessene  riguardare  ccnie  un  sistema  di  m  -h  1 
equazicni  lineari  ed  cmcgenee  rispetto  alle 

Ora  il  determinante 


1     ^0       ^0 

,  2 

1      X^       X^ 


l     X        X 


^0      ' 


X. 


X 


del  sistema  (i),  essendo  eguale  al  prodotto  delle  differenze  due 
a  due  delle  x^.   jt^ ,  -  ,  x^^ ,  non  può  essere  nullo,  poiché  i 

numeri  Xf,.  :r,,  -  si   sono  supposti  distinii.  Dunque,  affinchè  il 
sistema  (i)  sia  soddisfatto,  bisogna  avere  (art  358): 

ossia,  per  tutti  i  valori  di  y,  z  -  \ 


(2) 


/'o=?0-      ^1  =  ?!'    ••  '      fm=9m' 


Se  era  si  ammette  il  teorema  per  le  funzioni  di  un  nu- 
mero minore  di  variabili  y,  z,  •• ,  segue 


(3) 


A  —  P 


per  tutti  i  valori  di  ju.  v,  p,  -  ,  Poiché  A^^^,,  e  i?^^^..  scn:i 
coefiicienti  omologhi  nelle  due  funzioni  f  e  y  che  si  è  dime- 
strato  dover  essere  identiche. 

Ala  -4^        e  -B»vp..   sono   anche   i   coefficienti    cmcl:gh: 

nelle  due  funzioni  date  F  e  4>.  Dunque,   ammesso  il  teorema 
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f>er  un  numero  qualunque  di  variabili,  esso  si  estende  cesi  ad 
una  variabile  di  più  ;  quindi  il  teorema  è  generale. 

Queste  condizioni  sono  evidentemente  sufficienti  per  la 
identità  di  due  funzioni  intere. 

403.  Corollario.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente 
affinchè  una  funzione  infera  sia  identicamente  nulta  è  che 
siano  nulli  separatamente  i  singoli  coefficie7iti. 

404.  Si  supponga  che  due  funzioni  intere  F  e  ^  dì  grado 
)ìi  in  x  assumano  valori  eguali  per  tutti  i  valori  delle  rima- 
nenti variabili  //,  ;:,  ••  e  per  m  4-  1  valori  speciali  distinti  di  x. 
In  tal  caso  si  ha  il  sistema  (i)  dell'art.  40 i',  quindi  sussistono 
necessariamente  le  (2)  e  le  (3),  e  le  due  funzioni  F  e  c|>  sono 
eguali  identicamente  ;  cioè  : 

Se  due  funzioni  in  x,  y,  z,  ••  di  grado  m  in  x  assu- 
mono valori  eguali  per  tutti  i  valori  delle  variabili  y,  z,  •• 
e  per  m  -4- 1  valori  speciali  distinti  di  x,  le  due  funzioni 
sono  identicamente  eguali. 

405.  Siano  ora  m,  >?,  p.  ••  ordinatamente  i  gradi  delle  due 
funzioni  F  e  ip  rispetto  alle  variabili  a*,  //,  z,  •-  da  cui  dipen- 
dono. Applicando  la  proprietà  esposta,  prima  alle  due  funzioni 
F  t  ^,  poi  ai  coefficienti  f  q  9.  della  x,  poi  ai  coefficienti  della 

1/  nelle  /*.  e  9.,  e  cesi  successivamente,  si  perviene  al  seguente 
teorema  : 

Siano  ¥  e  ^  due  funzioni  intere  dei  gradi  m,  n,  p,  •• 
ordinatamente  rispetto  alle  variabili  x,  y,  z,  ••  da  etti  dipen- 
dono. Siano  fìssati  dei  valori  speciali  e  distinti  per  ogni  va- 
riabile disposti  nelle  orizzontali 

^0'    ^1'     ••  '^«  ' 


•  • 


^Q9       '^i  9  '     ^P     ' 


Se  per  ogni  combinazione  dei  valori 


43o  VI  -  S  2,  art  405-407. 

iolii  dalle  rispeiiivc  onzzoniali,  le  due  funzioni  ¥  e  ^  as- 
sumono valori  egualiy  allora  le  due  funzioni  saranno  eguali 
ideniicanienie. 

Del  reste,  ammesso  questo  teorema  per  funzioni  di  un 
certo  numero  di  variabili,  si  dimostra  facilmente  la  sua  vali- 
dità per  funzioni  contenenti  una  variabile  di  più.  Infatti,  sia  x. 

uno  dei  dati  valori  particolari  di  x.  Le  due  funzioni  F{x^^  //?  ^?") 

e  4>  (a:. ,  y,  ;?,••)?  assumendo  per  ipotesi  valori  eguali  per  cgni 
combinazione  dei  valori 

dovranno  essere  identicamente  eguali,  poiché  contengono  una 
variabile  di  meno. 

Dunque,  le  due  funzioni  F(x,  y,  ;?,..)  e  <&  (j:,  .y,  ^.  ••). 
assumendo  valori  eguali  per  valori  arbitrariamente  costanti  di 
;/,  r,  ••  e  per  m -4-  1  valori  speciali  dio-,  saranno  identicamente 
eguali  anche  per  qualunque  valore  di  x. 

406,  In  particolare  si  ha: 

Affinchè  due  funzioni  di  g7^ado  m  di  una  sola  variabile 
siano  eguali  ideniica7nenie,  è  necessario  e  sufficiente  che  esse 
assumano  valori  eguali  2^er  m  -t- 1  valori  fissati  ad  arbitrio 
ma  distinti  della  variabile. 

Quindi,  se  una  funzione  intera  di  una  sola  variabile  x  di 
grado  m  si  annulla  per  m  -f  1  valori  distinti  di  x,  essa  è  iden- 
ticamente nulla. 

407.  Sm7io 

F(x,  y,  ^,..)  =  /;^.x"  -f-Z-ja?*""^-!-  .  +  r^, 
*  {or,  y,  r,  ")=z(p^x''  +  9^0?"'"*  +  .  +  9^ 

due  funzioni  intere  delle  variabili  x,  y,  z,  ••  ordinate  secon'^" 
le  potenze  decrescenti  di  x,  e,  per  fissare  le  idee,  sia  m  non 
inferiore  ad  n.  Allora  si  possono  sempre  determinare  in  modo 
unico  due  funzioni  ntere  in  x,  una 
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di  grado  m  —  n,  l'altra 


R~r^x         -\-r^x         +     -f  y'^ _i 


/^/  ^rarfo  n  —  1,  tali  da  avere  identicamente 

F=Q^-^  R, 

dove  le  q  e  le  r  sono  funzioni  razionali  delle  y,  z,  •• 

Infatti,  ponendo  per  abbreviare  m  —  n  =  //,   affinchè  sia 
possibile  r  identità  : 

cioè  la  : 

bisogna  che  si  verifichino  le  relazioni  (art.  402)  : 
[/■o-<^o?o  =  0' 


/;-  ffo?A-  ffi?*-i  -  ••  -  9h9o  =  ^ 
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(3)< 


r. 


A  +  P-I-I 


^0?A 


H.p-.l-^l?A  +  P ^H?        --^'   =^ 


P  +  l         P 


1       C-^0?«~^1?«-1 ^A?«-"^«-l==0, 

le  quali  si  ottengono  eguagliando  i  coefficienti  delle  eguali  p:- 
tenze  di  x  nell'identità  (i  . 

Colle  (2)  si  possono  determinare   successivamente  ed  in 
modo  vnico  i  coefficienti  q^,  q^^  ••   della  funzione  C,  e  quindi 

colle  (3)  si  determinano  successivamente   ed  in  modo  unk-o  i 
coefficienti   r^,  r^,  ••  ^„_i   cl^'l^  funzione   /?.  Applicando  la 

risoluzione  per  determinanti  alle  prime  e  h-  1  equazioni  del  si- 
stema (2),  si  ha: 


?o 


0 


?o 


0 


..     0 


•  •      • 


o. 


?i-i    ••    ?0 


?o     0 


L 


fi      ?o        ••    h 


fi     ?j_i   ••    l'i 


Ma  il  determinante  del  primo  membro  si  riduce  al  suo  termine 


t-«-i 


principale  9.      ,  quindi  si  può  scrivere: 


fa     ?o 


0 


(0 


^i 


_(-!)' 


f\      ?i     ?o 
fi     9»     ?i 


..  0 
•  0 
••   0 


0 
0 
0 


fi     ?i      ?i_i  ••    ?,     ?i 
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cnde': 


L 


^0  =  ^.   1. 


a 


^0     To 
^1     ?i 


,  ?,= 


_1_ 

3 


^1     ?i     ?o 
^a     T«     ?i 


d'onde  risulta  che  le  q  sono  funzioni  razionali  di  y,  z,  •• ,  pol- 
che sono  funzioni  razionali  delle  f  e  delle  o. 

Per  avere  direttamente  le  r  basta  riflettere  che  le  (2)  de- 
vono coesistere  colle  (3),  quindi  le  (2)  insieme  alla 


L 


»  +  p+i 


«'o?* 


-l-p-4-1 


-?l?*  +  p ^A?p*l-^  =  <^' 


potendosi  riguardare  come  un  sistema  di  /<  +  2  equazioni  fra 
altrettanti   numeri   1,  q^,   ^j ,-,  5,  forniscono  la  condizione  : 


0 

?o 


p 


1   ? 


A-+-P 


0 

0 


•  •  • 


?*-i   "    To 


r, 


0 


•  ?,+i  ^1 


fx 


f. 


*-*-p-4-l  p      1 


=  0, 


che  può  subito  trasformarsi  in 


?o            0         • 

•   0 

0 

n       0 

0       /i 

?i            ?o       • 

.   0 

0 

?i       ?o    •■ 

0      /; 

?»        ?»-r' 

•  <Po 

0 

9h         ?A-r 

"?0           ^H 

1  ?A4-p-f-l  ?»-»-i>  ' 

■    ?,  +  ! 

r 

p 

?*-*.p^l  ?AH-p  ' 

'  ?F-4-l  'A-Hp-4-1 

U.  flarblarl  •  A.  Cai 

«Ili  -  Ana 

UH  0 

hébi 

n'ca. 

88 

434 


VI  -  S  2,  art.  4«>S. 


Di  questi  determinanti,  il  primo  equivale  al  suo  termine  prin- 
cipale 9q  "*"  ^'  5  onde,  scrivendo  le  verticali  del  secondo  in  ordine 
inverso  e  cambiandole  poscia  colle  orizzontali,  si  ha: 


(5) 


/'     =. 


MA-]) 

(-1)  ^ 

A-t-  1 


0  0 

0  0 

•  • 

0  ?o 


?j>-*-i 


?P 


•      ?*-2     ?A-1     ?i 


?o    ?i  ••     ?A-1    ?* 


P 


J   i 


Di  qui  segue  che  le  r  sono  funzioni  razionali  di  //,  r,  -, 
poiché  sono  funzioni  razionali  delle  f  e  delle  y.  E  precisamente 
dalle  (4)  e  (5)  si  vede  che  le  Q'  ed  r  sono  funzioni  intere  à\ 
y,  ^,  •• ,  divise  per  una  potenza  della  funzione  intera  (p^. 

408,  Le  funzioni  0  ed  /?  si  possono  ottenere   direttamente 
sotto  forma  di  determinante  nel  modo  che  segue  : 

Le  (2),  insieme  air  identità 

Q  —  q^oa  —q^x        ^*  =  0, 

costituiscono  un  sistema  di  ^  +  2  relazioni  lineari    omogenee 
fra  altrettanti  numeri 

Dunque  si  dovrà  avere  : 


u  ?o  0 


f\  ?i  % 

f%  ft  ?i 

•  •      • 

^A  ?*  ?A-1 

Q  X  X 


•    0 

0 

.    0 

0 

•    0 

0 

• 

• 

9o 

•  il- 

1 

0. 
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Si  trasformi  il  determinante  nella  somma  di  due  altri,  di  cui  uno 
5>i  ottiene  dal  dato  ponendo  degli  zeri  al  posto  delle  /;  e  Taltro 
ò  lo  stesso  determinante  di  prima  dove  Q  sia  sostituito  da  0. 11 

primo  determinante  è  manifestamente  eguale  a  (—1)  "^  0?o"^  ' 
onde  scambiando  nell'altro  l'ordine  delle  verticali  meno  la 
prima,  poi  queste  colle  orizzontali,  si  può  scrivere  : 


Q  =  - 


(- 


« 

fo  r,  r,  • 

•    /»- 

•1 

/a 

0 

-.A(ft-l) 
-1)' 

0    0    0- 

•    0 

?0 

1 

A-l-l 

0    0    0- 

•           ■            •            • 

• 

• 

0    ?o  ?i    ■ 

•     ?A- 

-2 

?*-l 

i 

X 

?o  ?.  ?a    • 

•     ?A- 

-1 

?A 

X 

;i— 1 


Per   avere  It  si  pongano  nella 

al  posto  dì  r^,  r^,.-  »  >*^_j  i  valori  dati  dalle  (5).  Si  ottiene  così. 
applicando  la  regola  di  somma  dei  determinanti, 


._(-!) 


2 


K  = 


dove 


^x= 


?0 


n— l 


i-i?,, 


/o/i"/Li/;  ^»*i^   +/Ih8«' 


»-8 


+  •  +/: 


m 


0    0-0 


^»— 1    .  n— 2    . 


•  •  ■ 


0 


fi— 1 


n--3 


?o-  ?*-2?A-i    ?;ì  ^       +  ?A-hi^       +  •  +  ?»^ 


%— 1 


n— 1 


n-2 


?o ?r-  ?*-i ?A    ?*H.i^     +  ?;^2^     +  •  +  ?»^ 
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Aggiungendo  airultima  verticale  del  determinante  R^  tutte  le 


altre,  rispettivamente  moltiplicate  [per  a?  ,  a;       ,  a?       , 
sì  avrà 


fi 


*(/*-!) 


/?  = 


(-1) 


—  © 


0 


f     f      ''    f  f 

0    0-0         9^ 
0    0    ..   9q        ?i 


•    •  • 


A— 1 


Le  due  funzioni  Q  ed  /?  si  dicono  rispettivamente  il 
quoziente  ed  il  ^-es/o  della  divisione  della  funzione  F  per  la 
funzione  ♦ ,  fatta  rUpetto  alla  variabile  x.  La  funzione  F  bi 
dice  il  dividendo  e  la  funzione  ^  il  divisore. 

Si  noti  che  le  funzioni  Q  ed  i2  non  restano  in  generale 
le  stesse  se  la  divisione  si  eseguisce  rispetto  ad  una  delle 
altre  variabili  y ,  z ... 

409,  Dalla  semplice  ispezione  delle  formole  (2),  che  servono 
a  determinare  i  coefficienti  del  quoziente  della  divisione  della 
funzione  F  per  la  funzione  ♦,  risulta  facilmente  che: 

1.**  Se  i  coefficienti  di  F  sono  numeri  razionali,  i  ccefiì- 
cienti  del  quoziente  apparterranno  allo  stesso  campo  di  numeri 
(razionali,  irrazionali  0  complessi)  a  cui  appartengono  quelli  di  4>. 

2^  Se  i  coefficienti  di  F  sono  reali,  i  coefficienti  del  quo- 
ziente saranno  reali  ovvero  saranno  in  parte  complessi,  seccn- 
dochè  i  coefficienti  di  *  sono  tutti  reali  ovvero  in  parte  complessi. 
Di  qui  segue  che  : 

Il  prodotto  di  una  funzione  iniera^a  coeffìcicnii  razv>- 
naliper  una  funzione  infera  a  coefficienti  irrazionali  è  una 
funzione  intera  a  coefficienti  irrazionali. 

Il  prodotto  di  una  funzione  intera  a  coefficienti  rcnH 
jjer  una  funzione  intera  a  coefficienti  comjjlessi  è  una  fini- 
zione intera  a  coefficienti  complessi,  ecc. 

410.  Quando  il  divisore  *  è  di  primo  grado  rispetto  ad  una 
delle  variabili  x,  il  quoziente  ed  il  resto   della   divisione  falla 


r 
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rispetto  a  quella  medesima  variabile  x  si   possono   avere  con 
una  legge  semplice  assai  utile  nella  pratica. 

Senza  mancare  alla  dovuta  generalità,  si  potrà  supporre 
che  ^  sia  della  forma  x  —  0^  con  o  costante  rispetto  ad  x. 
Dall'  identità 

si  deduce: 

(7o  =  /i  > 

Qi  ^^  (7o  ?  +  /;  1 

(i)  Q2-  QiO-^f.,  ••  , 

dunque : 

Il  coefììciente  di  un  ieì^iine  qualunque  del  quoziente  si 
forma  moltiplicando  il  coefficiente  del  terìnine  precedente  pel 
secondo  termine  del  divisore  col  segno  mutato^  e  aggiungendo 
al  prodotto  il  coefficiente  di  quel  termine  del  dividendo  che 
è  dello  stesso  posto  di  quello  del  quoziente  di  cui  si  sta  cal- 
colando il  coefficiente.  Il  resto  si  fonna  colla  stessa  legge, 
aggiungendo  al  prodotto  q  ^^y  tultiino  coefficiente  f  del 
diridendo. 

Per  applicare  questa  regola  ad  un  caso  semplice,  si  voglia 
dividere 

per  X  -\'% 

Tipo  del  calcolo. 

Dividendo    2.t°  +  O.o?^  —  7^'^  +  5a:^  +  0.a?  —  3    .T-f-2 

—  4      4-8     —2     —6     4-12 
Quoziente    2x*  —  ^x^-^x"  4-  3a?  --  G  |  4-  i>    liesto. 

Nella  prima  orizzontale  è  scritto  il  dividendo  reso  completo.  Il 
primo  termine  del  quoziente  è  2x*.  Il  prodotto  — 4  del  coefiì- 
ciente  2  di  questo  termine  per  —2  (secondo  termine  del  divi- 
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sere  ccl  segno  mutate)  e  scritto  setto  al  secondo  termine  del 
divìdendo.  La  somma  del  coefficiente  di  questo  termine  e  di 
—  4  dà  il  coefficiente  del  seconde  termine  del  quoziente,  e  cosi  via. 
In  pratica,  specialmente  quando  occorre  di  conoscere  i  scli 
coefficienti,  si  cmmettonc  le  potenze  di  x^  e  si  scrivono  i  sdì 
coefficienti  e  il  seconde  termine  del  divisore  col  segno  mutate. 
4H.  Ripigliando  le  relazioni  (i)  dell'articolo  precedente,  m 
sostituisca  nella  seconda  a  ^^  i'  suo  valore  /i,  poi  il  valore  di 
q^  ricavato  da  questa  si  sostituisca  nella  terza,  e  cosi  via.  Le  (i) 
si  trasformano  cosi  nelle  : 


•  •  • 


le  quali  servono  ad  esprimere  i  coefficienti  q  del  quoziente  ed 
il  resto  r  in  funzione  intera  dei  coefficienti  f  del  dividendo  e 
del  secondo  termine  o  del  divisore. 

L'ultima  relazione  mostra  che: 

Dividendo,  rispetto  ad  una  variabile  .r,  una  funzione  in- 
tera F  di  ,*\  per  una  funzione  lineare  in  x  della  forma  r-^. 
il  resto  è  ciò  che  diviene  F  quando  si  pone  o  invece  di  .••. 

Pertanto,  volendo  sapere  ciò  che  diviene  una  data  fun- 
zione intera  in  x  quando  si  pone  per  x  un  valore  particolare  0. 
basta*  calcolare  il  resto  della  divisione  della  funzione  per  x—o- 
Tale  operazione  si  eseguisce  speditamente  colla  regola  data  sopra. 
41S.  Siano  F  e  ^  due  funzioni  intere  in  a*,  y,  xr,-  Se  T 
è  una  funzione  intera  in  a;  e  razionale  in  y,  xr,-  tale  da  sod- 
disfare identicamente  alla 

(1)  F  =  *V, 

si  dice  che  $  è  un  divisore  di  F  tnspelio  alla  rnviabilc  J,  e 
che  F  è  dirisibilc  per  4>  rispetto  alla  detta  variabile. 
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Se  0  ed  R  sono  ij  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  in 

a^  della  funzione  F  per  la  funzione  $ ,  si  ha  identicamente  : 

F=  0*  +  A'. 


Se  la  $  è  un  divisore  di  F  rispetto  alla  variabile  x ,  cioè  se 
sussiste  la  (i)  allora,  poiché  0  ed  i?  non  si  possono  determi- 
nare che  in  un  modo  solo,  si  vede  che  deve  essere  identi- 
camente : 

cioè  : 

A/finchè  ima  funzione  F  sia  divisibile  per  un'  altra  $ 
rispetto  alla  variabile  x  è  necessario  e  sufficiente  che  si  an- 
nulli identicamente  il  resto  R  che  si  ottiene  dividendo  F  per 
<t  rispetto  ad  x. 

413.   Se  Y  è  una  funzione  intera  rispetto  a  tutte  le  varia- 
bili ;r,  i/,  ^..   tale  da  soddisfare  identicamente  alla 

sì  dice  semplicemente  che  ^  {0  ^)è  un  divisore  di  F,  e  che  F 
è  divisibile  per  ^  (0  per  ^•). 

Due  funzioni  intere  si  dicono  prime  fra  loro  se  non  hanno 
alcun  divisore  comune  variabile.  Si  è  detto  variabile^  poiché 
ogni  costante  divide  qualsiasi  funzione. 

Una  funzione  si  dice  prima  se  non  ha  alcun  divisore 
variabile. 

Il  concetto  di  funzione  prima  non  é  assoluto  ma  relativo 
al  campo  dei  numeri  che  si  considera.  Così,  p.  es.,  la  funzione 
aJ^  —  re  — 1,  che  ò  prima  nel  campo  dei  numeri  razionali,  non 
è  più  tale  nel  campo  dei  numeri  reali  qualunque,  avendosi  iden- 
ticamente : 

a?*  — a?  - 1  =-j-  (2^  ~  1  -  (/  5)  (2^—  1  +  J/5). 
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Del  pari,  la  funzione  a?  —  a?  -f  2,  che  è  prima  nel  campo 
dei  numeri  reali,  non  è  più  tale  nel  campo  dei  numeri  com- 
plessi, avendosi  identicamente  : 

0?'  —  ir  +  2  =  -i-  (20?  -  1  +  ?  \/T)  (2^7  ~  1  —  /  vT). 

Nei  seguenti  paragrafi  ci  proponiamo  di  mostrare  che,  fis- 
sato il  campo  dei  numeri  in  cui  voglionsi  prendere  le  funzioni, 
ogni  funzione  si  può  decomporre  in  un  sol  modo  in  un  pro- 
dotto di  fattori  primi.  Vedremo  inoltre  che,  se  non  è  sempre 
facile  di  determinare  i  fattori  primi  di  una  funzione,  è  invece 
teoricamente  sempre  facile  di  stabilire  se  due  funzioni  siano  o 
no  prime  fra  loro.  Ciò  si  deve  all'  esistenza  del  così  detto  via^^- 
situo  cornuti  divisore  di  due  funzioni  intere  date  ed  all'  esi- 
stenza di  un  procedimento  semplice  con  cui  esso  può  determi- 
narsi in  ogni  singolo  caso. 
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5  3.  —  Divisibilità  delle  funzioni  intere  di  una  variabile. 

414.  Suppongasi  stabilito  il  campo  dei  numeri  nel  quale  si 
intendono  prese  le  funzioni  0  meglio  i  loro  coefficienti,  e  si  vo- 
gliano studiare  le  proprietà  di  quei  soli  divisori  che  apparten- 
gono pure  allo  stesso  campo. 

Poiché  in  ciò  che  segue  si  dovrà  far  uso  solamente  delle 
quattro  operazioni  fondamentali,  addizione,  sottrazione,  moltipli- 
cazione e  divisione,  le  quali  sussistono  colle  stesse  regole  tanto 
pel  campo  dei  numeri  razionali  quanto  pel  campo  dei  numeri 
reali  e  anche  per  quello  più  generale  dei  numeri  complessi, 
cosi  non  sarà  necessario  di  specificare  il  campo  di  numeri  che 
si  vuole  considerare;  e  per  conseguenza  i  teoremi  che  si  sta- 
biliranno saranno  validi  nell'  intemo  di  ciascun  singolo  campo 
di  numeri.  In  questo  paragrafo  ci  limiteremo  alle  funzioni  in- 
tere di  una  sola  variabile  00, 

415.  Date  due  funzioni  f(x)  ed  /;  (x)  dei  gradi  rispettivi 
m  ed  *?,  ci  proponiamo  di  cercare  un  metodo  col  quale  sia 
possibile  di  indagare  se  esse  abbiano  0  no  qualche  divisore 
comune,  oltre  le  costanti  che  sono  divisori  di  ogni  funzione. 

Suppongasi  che  m  non  sia  inferiore  ad  r?,  e  si  indichine 
con  ©  ed  /i  rispettivamente  il  quoziente  ed  il  resto  della  divi- 
sione di  f  per  /"j.  Si  avràjdenticamente  : 

(i)       r-^r^  +  n. 

onde: 

(0'       r- ?/;-/;. 


Ora,  se  th  è   una  funzione  che  divide   simultaneamente 
f  ed  /l  dev'  essere  : 

con  g  e  /7i  funzioni  intere. 

Si  dovrà  dunque  avere,  sostituendo  nella  (  i  )'  : 
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la  quale  dice  che  anche  /^  è  divisibile  per  ^i ,  essendo  (^  —  9  //,) 
una  funzione  intera. 

Reciprocamente,  ogni  funzione  intera  X  che  divide  simul- 
taneamente /J  ed  /i  deve  anche  dividere  f.  Infatti  le  funzioni 
/;  ed  /i  saranno  della  forma  rispettiva  X  h^  ^  ^^  ^h  con  /ij  ed  //. 
funzioni  intere,  quindi,  per  la  (i),  la  /'sarà  della  forma 

X  (?^  +  ^,), 

cicò  la  funzione  f  sarà  divisibile  per  la  funzione  A.  Dunque  : 

Tutu  i  divisori  comuni  di  due  funzioni  f  ed  fj  coincidoiw 
coi  divisori  comuni  di  fj  ed  fg,  essendo  fj  il  resto  della  divi- 
sione di  f  per  fj,  supposto  il  grado  di  f  non  inferiore  a 
quello  di  fj. 

Essendo  /i  di  grado  inferiore  ad  /J,  si  indichi  con  y^  ed  /i 
il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di  /J  per  /J,  onde  si  avrà 
r  identità  : 

fi  =  9i  Zi  +  /s  1 

dalla  quale  risulta,  come  poco  fa,  che  tutti  i  divisori  comuni  di 
f^  ed  /i,  e  quindi  anche  i  divisori  comuni  di  f  ed  /J,  coincidcnc 
coi  divisori  comuni  di  /*  ed  ^.  Cosi  procedendo  si  possono  fer- 
mare successivamente  le  identità: 

f  =(?  fi-^ft. 


(2) 


f  ^  m  f     ,4-/-     „,         f  ^^  =  Costante, 


nelle  quali,  poiché  le  nuove  funzioni  ottenute  /*,,  f^^  /i, -jSonc 
di  grado  continuamente  decrescente,  si  dovrà  certo  pervenire 
ad  una  funzione  f  _^^  di  grado  nullo  in  x,  la  quale  si  ridun-à 

quindi  ad  una  semplice  costante. 

Importa  ora  distinguere  il  caso  in  cui  questa  costante  ò  di- 
versa da  zero  da  quello  in  cui  essa  è  eguale  a  zero. 
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Nel  primo  caso  le  due  funzioni  date  f  ed  /)  non  possono 
avere  alcun  divisore  comune  variabile,  dovendo  tutti  i  divisori 
comuni  di  f  ed  f^  dividere  f^^^^  che,  per  ipotesi,  è  una  co- 

btante  diversa  da  zero.  Dunque  le  due  funzioni  date  sono   pri- 
me fra  loro. 

Nel  caso  invece  che  la  costante  /'sia  zero,  T  ultima 
relazione  (2)  diventa: 

't    ^   ?r  'r  -«-  1  » 

la  quale  dice  che  ogni  divisore  di  /"  _^ ,  è  anche  un  divisore 
dì  /^,  e  quindi  è  un  divisore  comune  di  /'ed  f  .  Reciproca- 
mente, ogni  divisore  comune  di  /'ed  f^^  dovendo  essere 
un  divisore  comune  di  /"^  e  di  /*  ^ ,  ,  dividerà  f  , .  Di  qui 
segue  che  tutti  i  divisori  comuni  di  f  ed  f^  coincideranno  coi 
divisori  della  A^^j.  Quest'ultima  funzione,  che  non  è  una  co- 
stante, si  chiama  perciò  il  massimo  coinxine  divisore  di  fQdf^. 
In  entrambi  i  casi  può  dirsi  che  : 

Tutiii divisori  comuni  di  f  e  di  f^  coincidono  coi  djvisoìn 
del  massimo  comun  divisore  delie  stesse  due  funzioni  f  ed  fj. 
416.  Se  una  funzione  U*  divide  il  j^rodoito  di  due  fun- 
zioni F  e  <I>,  ed  è  prima  con  una  di  esse,  deve  necessaria- 
mente  dividere  V altra. 

Infatti,  se  la  funzione  "^F  è  prima  con  F,  applicando  il 
metodo  ora  esposto  per  la  ricerca  del  massimo  divisore  comune, 
si  hanno  delle  identità  della  forma  : 

F  -=?  ¥  +  Fi, 

^'  =  ?ì^i  +  F,, 

^1  ==  ?«  n  +  F, 

•        •        • 

F      ,  =  9   F  -f  F  ^ , , 

r  ir-t-1      r  +  l 

ccn  C  costante  diversa  da  zero. 
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Moltiplicando  ora  i  primi  e  secondi  membri  di  queste  per 
4),  si  hanno  le  identità  : 

*  ¥  =  9i .  $  Fi  +  *  Fj, 

*  Fi  =  9, .  *  F,  +  *  F3. 


d'onde  segue,  poiché  T  divide  per  ipotesi  il  prodotto  4>  F,  che  T 
deve  dividere  i  prodotti 

r  ultimo  dei  quali,  fatta  astrazione  dal  fattore  costante  f,  è  ap- 
punto *la  funzione  4>.  Dunque,  ecc. 

417,  Corollario  I.  Se  ii^ia  fiinzf07ie  pìima  diviidc  iì  pro- 
dotto di  due  attrey  divide  necessariamente  una  di  esse. 

Corollario  U.  Se  una  funzione  prima  dit^ide  il  prodolfo 
di  2)iù  funzioni  prime  essa  dovrà  coincidere  con  una  di  esse 
a  meno  di  un  fattore  costante, 

418.  Una  funzione  non  prima  ammette  come  divisore  al- 
meno una  funzione  prima,  che  sarà  uno  di  quelli  fra  i  suoi  di- 
visori che  hanno  il  più  piccolo  grado.  Per  tal  guisa,  si  conce- 
pisce che  una  funzione  non  prima  potrà  sempre  decomporsi  in 
un  prodotto  di  funzioni  prime. 

Infatti,  se  una  funzione  F  non  è  prima,  ammetterà  almenc 
un  divisore  primo.  Se  il  quoziente  dì  F  per  questo  divisore  ncn 
è  primo,  ammetterà  esso  pure  almeno  un  divisore  primo,  e 
cosi  via.  Ma  i  gradi  dei  quozienti  vanno  successivamente  di- 
minuendo ;  quindi  si  perverrà  ad  una  funzione  prima,  e  la  fun- 
zione F  sarà  così  decomposta  in  un  prodotto  di  funzioni  prime. 
Tale  decomposizione,  non  tenendo 'conto  dei  fattori  costanti, 
non  può  farsi  che  in  un  unico  modo. 
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Suppongasi  infatti,  se  è  possibile,  che  si  sia  riusciti  a  dc- 
ccniporre  una  stessa  funzione  f\  una  volta  nel  prodotto 

GXIIXIX" 

di  funzioni  prime,  e  un'  altra  volta  nel  prodotto 

G'  X  //'  X  /'  X  •• 

di  funzioni  pure  prime,  dove  le  funzioni  (7,  //,  /,  ••  possono 
essere  eguali  fra  loro  in  tutto  od  in  parte,  e  cosi  le  funzioni 
G\  H'J\  ••  Allora  la  funzione  G,  dividendo  il  prodotto  GXIIXIX  •• , 
dividerà  anche  il  prodotto  G'  X  H'  X  l'  X  - ,  che  forma  la  stessa 
funzione  F.  Ma  la  funzione  G  è  prima,  quindi  dev'essere  eguale, 
pel  2**  corollario  dell'articolo  precedente  ad  una  delle  G\  H\  I\  ••, 
p.  es.,  alla  G'.  Allora  i  due  prodotti  II  X  I  X  "  Q  II'  X  T  X  " 
fermano  una  stessa  funzione,  e  quindi,  come  prima,  la  funzione  // 
dev'essere  eguale  ad  una  delle  funzioni  //',  /'  ••  p.  es.  alla  H\ 
e  così  via. 

Dunque  i  due  prodotti  G  X  II  X  I X  -  e  G'  X  II'  X  I'  X  •• 
devono  essere  composti  di  fattori  primi  eguali. 

419.  Applicando  il  procedimento  del  massimo  comun  divisore 
alle  due  funzioni  proposte  f  ed  f\,  si  ottengono  le  funzioni  (2) 

?•  ?i'  ?2'  "  »  /è?  /a»  fi-»  che  sono  intere  secondo  quanto  si  ò 
visto  air  art.  407  ;  nel  mentre  che  i  loro  coefficienti  sono  fun- 
zioni razionali  dei  coefficienti  delle  due  funzioni  f  ed  /i .  Dun- 
que tutte  le  funzioni  ?»  ?i  »??»"♦  /i,  /"a^  /i,  ••  appartengono 
al  campo  di  numeri  che  è  comune  alle  due  funzioni  date  /"ed  /J. 
Considerando  in  particolare  l'ultima  di  tali  funzioni,  che  è 
il  massimo  comun  divisore  delle  due  date,  si  ha  dunque  il  se- 
guente  teorema: 

Comunque  si  allargfii  il  campo  dei  numeri^  il  massimo 
cmnun  divisore  di  due  funzioni  f  ed  f^  rimane  sempre  lo 
stesso  ed  appartiene  al  più  ristretto  caìnpo  di  numeyH  nel 
quale  cadono  i  coefìfìcieniì  di  entrambe  le  funzioni  f  ed  fj. 

420.  Di  qui  discendono  i  seguenti  corollari  : 

1.  Se  due  funzioni  a  coefficienti  razionali  non  hanno 
alcun  divisore  comune  a  coefficienti  razionali,  esse  non  ne 
possono  avere  nemmeno  a  coefficienti  irrazionali  0  comiolessi, 
e  quindi  le  due  funzioni  sono  pyime  fra  loro. 
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Poiché  il  massimo  comun  divisore  delle  due  funzioni  ncn 
può  essere  che  a  coefficienti  razionali. 

2.  Se  due  funzioni  a  coefficienti  reali  nofi  hanno  al- 
cun divisore  comune  a  coefficienti  reali,  esse  non  ne  jyossono 
avere  nemmeno  a  coefficienti  complessi,  e  quindi  le  due  fun- 
zioni sono  prim.e  fra  loro. 

Poiché  il  massimo  comun  divisore  delle  due  funzioni  ncn 
può  essere  che  a  coefficienti  reali. 

3.  Se  due  funzioni  a  coefficienti  ideali  hanno  un  die*' 
sore  comune  a  coefficienti  complessi,  esse  ne  hanno  alincuo 

,  un  altro  {che  può  anche  essere  eguale  al  primo). 

Poiché  dividendo  il  massimo  comun  divisore  delle  due 
funzioni,  che  sarà  a  ccjf.icienti  reali,  per  un  divisore  a  cceffi- 
cienti  complessi,  si  ottiene  un  quoziente  a  coefficienti  complessi 
(art.  409). 

421.  Se  f    ed  f   sono  due  funzioni  prime  fra  loro  dei 

gradi  rispetti  m  ed  n,  si  possono  sempt^e  determinare,  in  motto 
unico,  due  funzioni  g^_j  e  g^_i  dei  gradi  ì^spetiici  non 

superioìn  ad  n-^l  e  ad  m  —  1  tali  da  soddisfare  idetifica- 
mente  alla 

Infiìtti,  applicando  il   procedimento   del  massime  ccmun 
divisore  alle  due  funzioni  f^  ed  f^ ,  sì  dovrà  pervenire  ad    un 

resto  C  indipendente  da  j:  e  diverso  da  zero;  quindi  si  hanno 
lo  identità: 

L  ■--=  ?  /.  +  /'. 

r  =     ^  +  ^-^ 

•  z 


•      • 
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Di  qui,  esprimendo  successivamente  i  resti  /"',  f'\  fi^'^\., 
mediante  le  due  funzioni  date  f^  ed  f^  ed  i  quozienti  ^,  y  ,  y  ,- 
si  ha  : 

^''^    =  -  (?!  +  ?3  +  ?l  ?8  ?3)  /*-  + 

+  (1  +  ?  ?1  +  ?  ?3  +  ?2  ?8+  ?  ?l  ?J  ?3)  ^»  • 

/"'  =  (1  +  ?,  ?i  +  9,  5>,  +  fa  ?4  +  ?j  ?j  ?3  9;^  r, 

-  (?  +  ?i  +  ?4  +  ?  ?1  ?8  +  ?  ?,  ?4  +  ?  ?3  ?4  + 

+  ?2?3?4+??l?a?3?4)/«' 

e  cesi  via.  D'onde  segue  la  legge  di  formazione  dei  resti  suc- 
cessivi f  ,  r  ,•••  in  funzione  delle  /"  ed  /"  ,  sicchò  seri- 
vendo  in  generale: 

si  ha  che  P^  e  0^.  sono  funzioni  intere  formate  coi  quozienti  9; 
ed  il  grado  di  I\  è  dato  dal  termine  ip^  y^  ••  ^^^^  ^  Q^^'^o  di 
0^  dal  termine  9  y^  <f^  ••  9^_j. 

Ora,  il  grado  di  9  è  m  —  w,  e  i  gradi  di  ?p  ?j>  93  >  ••  sono 
rispettivamente  n— X^,  Xj— X3,  ^3— ^^4»  ecc.,  essendo  X^,  X^,  X^,  •• 
i  gradi  rispettivi  dei  resti  /*",  T",  /'(^^'), ...  Dunque  /\  ò  una 
funzione  di  a?  di  grado 
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funzione  che  indicheremo  con  h      \       ;  e  0.  è  una  fiinzicnc 
in  X  di  grado 

=  m  — X,_^, 
funzione  che  indicherenno  con  h      \       .  Quindi  si  può  saiverc  : 

dove,  come  si  è  notato,  i.  è  il  grado  del  resto  precedente  /"'  • 

Ponendo  in  questa  / 1=  /•  -f  1 ,  ed  osservando  che  rultim: 
resto  A^*^  ■*■  ^^  è  eguale  alla  costante  C,  si  ottiene  : 

dove  si  è  posto: 


Ma  i  gradi  dei  restì  r ,  r\  f^^^ ,  •  •  •  sono  successivamente  de- 
crescenti, ed  al  più  saranno  eguali  a  n  —  1 ,  n  —  2,  n  —  3,  -,  ed 

il  grado  di  f^^'*'^\  che  è  X^^p  sarà  almeno  eguale  ad  l;cndc 

il  massimo  grado  di^_;^        è  n  —  le  il  massimo  grado  di 

^m^X         èw— l,esi  può  scrivere  : 


r-hl 


/«^n-l  +  4^«-l^l 


A  questa  identità  non  si   può  soddisfare  che  in  un  sol 
modo.  Anzi,  più  generalmente,  se  /*    ed  f  sono  funzioni  prime 

fra  loro,  data  la  funzione  F,  non  può  soddisfarsi  che  in  un  sci 
modo  al  più  alla  identità: 
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Infatti,  sia  anche  possibile  la  identità  : 

Da  queste  due  si  ottiene: 

Ma  /^  ed  /^  sono  per  ipotesi  funzioni  prime  fra  loro  ;  dunque 

r^  dovrà  dividere  (^^  _  ^  —  g\^  _ ,)  che  è  una  funzione  di  grado 

inferiore  ad  nu  ed  f  dovrà  dividere  (a      ,  —  ^'      ,"1  che  è  una 

funzione  di  grado  inferiore  ad  w.  Ma  ciò  non  può  quindi  acca- 
dere se  non  nel  caso  che  si  abbia 


^m-l     "  ^m  — l'  ^n-1  "  "^n— l' 


Dunque  non  vi  sono  che  due  funzioni  g  atte  a  soddisfare  la  re- 
lazione 


e  queste  funzioni  g  si  determinano  nel  modo  indicato. 

A22.  Se  /*    ed  /*   hanno  un  divisore  comune,  la  costante  C 

vn  tt 

è  nulla,  quindi  dalla  (i)  dell'articolo  precedente  si  ha: 

Ma  X      1  è  il  grado  del  massimo  comun  divisore  di  /^  ed  Z*^; 

dunque,  se  due  funzioni  f^  ed  f  hanno  un  massimo  divisore 

comune  di  grado  /r,  si  possono  sempre  determinare  due  fun- 
zioni h      ^  ù  h      ^  dei  gradi  rispettivi  n  —  h  ed  m^h^  tali 

da  soddisfare  identicamente  alla 


(0     4'»— »+/;*«-*=<>• 

fl.  fiarUtri  •  A.  Cap«ni  -  iliiaU«<  mlg§kri9m,  29 
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Anzi,  se  ri  è  il  massimo  comun  divisore  di  /   ed  /*  ,  si  dovrà 
avere  necessariamente  : 

con  L  ed  Af  costanti. 

Infatti,  dalla  (  i  )  divisa  per  ^  si  deduce  : 

f                      f 
(2)  -^ìi      ^  = ^h      ,. 

r      r 

Ma  le  funzioni  -7-  ed  -7-  devono  essere  prime  fra  loro, 
poiché  ò  è  per  ipotesi  il  massimo  comun  divisore  fra/'^ed/^. 

V  /■ 

Dunque  — :-  deve  dividere  h       ,  ed  -r-  deve  dividere  h     . . 

f 

Ma  /^^_.  è  di  grado  eguale  a  quello  di  —,  quindi  non  può 

i 

differire  da  questa  che  per  un  fattore  costante  :  analogamente,  la 
funzione  h        non  può  differire  che  per  un  fatttore  costante  dalla 

funzione  ---• 

Reciprocamente,  se  si  hanno  due  funzioni  f^  ed  /*^,  per 
le  quali  ne  esistano  due  h  ^tdh  ^  tali  da  soddisfare iden- 
ticamente  alla: 


le  due  funzioni  f    ed  f  dovranno  ammettere  un  divisore  co- 

mune  almeno  di  grado  h.  Infatti  sia  X   il  grado  del  massimo 
comun  divisore  ò  fra  /    ed  /"  .  Dalla  relazione   precedente  si 

i  vii  % 

deduce  : 


f  f 
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la  quale  dice  che  la  funzione—,  che  è  di  grado  m  —  X,  deve 
dividere  h       ^ .  Dunque  dovrà  aversi  necessariamente 

cicò  X  ;t  ^ ,  epperò  le  due  funzioni  ammetteranno  un  divisore 

comune  almeno  di  grado  h. 

Di  qui  si  vede  che: 

La  'possibilità  di  determinare  due  funzioni  h      ,  erf  h 
tali  da  avere  identicamente 

/;\-» +  /;*._*=« 

è   condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  due  funzioni 
f    ed  f   ammettano  un  divisore  comune  almeno  di  grado  k. 


m 


423.  Suppongasi  ora  che  le  due  funzioni  /^  ed  f^  siano  de- 
finite dalle  : 

m    .  m  —  1 


Affinchè  esse  ammettano  un  divisore  comune  almeno  di 
primo  grado,  bisogna  sia  possibile  determinare  due  funzioni 
h  _i  ed  ^^_j,   quindi  i  loro    coefficienti  j)  e  q  in   modo   da 

avere  identicamente  : 

-f  {b^oT  +  b^x"^^  4-.4-  0(^0^*""'  "*-  ^i^'^^^+'+^m-O^  ^• 

Annullando  separatamente  i  coefficienti  delle  singole  po- 
tenze di  X,  si  hanno  m  4-  n  relazioni  lineari  ed  omogenee  fra 
le  m-k-n  indeterminate 


452 
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Ma  affinchè  un  tale  sistema  di  equazioni  sia  soddisfatto  per 
dei  valori  non  tutti  nulli  delle  p  e  delle  q^  è  necessario  e  suf- 
ficiente (art  358)  che  sia  eguale  a  zero  il  loro  determinante, 
che  è 

a  0  0-0 


%    «i     «2 
0      a,    a^ 


0      0 


«, 


0       0       0 

h  \  ^ 


0 


^  \ 


a 


m  — 1 


a 


«~2 


a 
a 


0 


m  — 1 


a 


m 


0 
0 


a 


0      0      0 

»       I 

e  che  indicheremo  brevemente  con  A . 

È  questo  un  determinante  di  ordine  n  4-  m,  di  cui  le  pri- 
me n  orizzontali  sono  formate  dai  coefficienti  a  della  /*  ,  e  le 

successive  ni  orizzontali  dai  coefficienti  à  della  /" .  Si  ha  dun- 
que  il  teorema: 

Il  determinante  \  =  0  è  la  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente affinchè  le  dice  funzioni  date  arnmeitano  un  diri- 
sore  comune,  almeno  di  primo  grado. 

La  funzione  A  si  dice  la  risultante  delle  due  funzimn 
intere  f    ed  Z"^.  Essa  è  evidentemente  omogenea  e  di  grado  n 

rispetto  ai  coefficienti  di  /^,  omogenea  e  di  grado  m  rispetta 
ai  coefficienti  di  f^. 

424.  Supponiamo  che  le  due  equazioni  : 

/.(a?)  =  0,      fjx)  =  0 

ammettano  una  soluzione  comune  x^=^  a.  Si  avrà  : 


a^  a*  +  a^oT      + 


+  a    =0 


60»*  +  *!« 


«  — 1 


+  ..  +  &     r=0. 

n 


VI  -  S  3,  art.  424.  453 


Moltiplicando  le  prime  di  queste  eguaglianze  successiva- 
mente per  1,  a,   «  ,  -,  a""" .,  e  la  seconda   successivamente 

per  1 ,   a ,   a  ,  ..  a***~  ,  se  ne  dedurrà  il  sistema  dì   ?n  4-  n 
equazioni  lineari  omogenee: 

«0»  +••    +«m-l«+«m=0 


tra  gli  m  -f  n  numeri  : 


a 


m-i-  »—  l 


m-hn  — 2  /y      1 


il  cui  determinante  A  è  quello  stesso  considerato  all'  articolo 
precedente.  Poiché  ora  tali  m  -h  n  numeri  non  sono  tutti  nulli, 
dovrà  essere  necessariamente  (art.  358)  A  =  0 .  Quindi  per 
l'articolo  precedente  le  due  funzioni  /*    ed  /*    ammetteranno  un 

(liviscre  comune,  almeno  di  primo  grado.  Sia  i]/  (x)  il  massimo 
comune  divisore  di  f   (x)  ed  /"  (a),  cosicché  sia  identicamente 

/■«  (a?)  =  <{/  (a;)  9i  (x) 

dove  ^,  (a;)  e  y,  (a?)  sono  due  funzioni  intere  prime  fra  loro.  Per 
r  ipotesi  fatta  si  deve  avere  : 

<j/  (a)  9j  (a)  =  0 
<J<(a)9,(a)=0. 

Ciò  richiede  necessariamente  che  sia 
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poiché  se  ò  (a)  fesse  diverso  di  zero  dovrebbe  aversi  simul- 
taneamente 

?,  («) = 0 

?,  (a)  =  ». 

ed  allora  si  dimostrerebbe  come  sopra  che  le  due  funzioni 
-jjj  (a?)  e  o^  {x)  dovrebbero  avere  un  comune  divisore  almeno 
di  primo  grado,  onde  esse  non  serebbero  più  prime  fra  Icrc. 
contrariamente  a  quanto  si  è  supposto. 

Da  quanto  si  è  dimostrato  concludiamo  dunque  che: 
Se  due  funzioni  intere  di  una  variabile  x  sono  annullale 
da  uno  stesso  valore  speciale  x = a,  esse  ammetteranno  un  mas- 
simo comune  divisore  alm^eno  di  priTno  grado,  il  quale  sarà 
del  pari  annullato  dello  stesso  valore  speciale  x  =  a. 

425.  Cerchiamo  le  condizioni  per  l'esistenza  di  un  divisore 
comune,  almeno  di  grado  ^,  delle  due  funzioni  /"^  cd/^.  Per 
maggior  semplicità  consideriamo  intanto  le  due  funzioni 

fi  =  GqX^  -h  a^x^  +  a^  +  OjO?*  4-  a^x  4-  ^5 
/\  =  b^cc^  4-  bjO^  4-  bfO^  -i-b^-i-  b^, 

e  determiniamo  le  condizioni  per  l'esistenza  di  un  divisore  co- 
mune, almeno  di  terzo  grado.  Affinchè  questo  accada  dovranno 
potersi  determinare  due  funzioni  (art.  4i^<^),  e  quindi  i  loro  ccef- 
ficienti  i>  e  g,  in  modo  da  avere  identicamente  : 

4-  {b^^  4-  b^x^  4-.4-  ^4)  (^0^  -h  ^1^  -4-  S'?)  =  0. 
Eguagliando  a  zero  i  coefficienti  delle  singole  potenze,  si  ha. 

^oPo  +         +  h%  =  0 

«J>o  +  «iPi  +  2^2^o  +  ^^1  +  \<lt  =  0 

( i)  OaPo  +  €ij[>i  -^  à^Qo  +  ^tQi  +  *ift  =  ^ 

«4P0  -^  «3P1  +  ^4^0  +  ^zQi  +  *2ft  =  0 

^sPo  +  «4P1  -^  ^^1  -^à^t  =  0 
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La  risolubilità  di  questo  sistema  è  espressa  dall'  annul- 
larsi della  matrice 


(2) 


a. 


0     &.    0     0 


«1     «0    ^1    *o    0 

a,    «1    &,    ft|    fto 


«3    ^j 


««    fli 


0     fl.    0 


&8      ft,      ftj 

64    63    ft, 
0     \ 


che,  cerne  si  sa  (art  3òB\  è  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente affinchè  il  sistema  (i)  venga  soddisfatto  da  valori  non 
tutti  nulli  delle  p  e  delle  q. 

Ora,  affinchè  la  matrice  (2)  sia  nulla,  basta  che  siano  nulli 
tre  dei  suoi  determinanti  di  quìnt* ordine:  {jòx\^'à62)\  sono  dun- 
que tre  le  condizioni  richieste  affinchè  le  due  funzioni  f^  ed  1\ 
ammettano  un  divisore  comune,  almeno  di  terzo  grado. 

In  generale,  se  f^  ed  f^  devono  ammettere   un  divisore 

comune,  almeno  di  grado  /?,  bisogna  venga  soddisfatta  identica- 
mente la: 


Eguagliando  a  zero  i  coefficienti  delle  singole  potenze  di 
ar,  si  ottengono  m'¥n  —  h-^\  relazioni  lineari  omogenee  fra 
le  m  4-  n— 2/Ì4-2  indeterminate p^ ,  jpp  • ,  v^^^,  q^,  q^,  •• ,  q^_^ . 

La  risolubilità  di  tale  sistema  è  dunque  espressa  dair annullarsi 
di  una  matrice  di  ?/»-+-  n  —  /i  -^  1  orizzontali  e  di  m  +  n  —  2//  -+-  2 
verticali,  per  il  che  basterà  che  si  annullino  h  determinanti 
della  matrice  (Vedi  il  citato  art.  36*2  circa  la  scelta  di  questi  // 
determinanti). 
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5  4.  —  Divisibilità  delle  funzioni  intere  di  più  variabili. 

426.  Passando  ora  alle  funzioni  di  un  numero  qualunque 
di  variabili  ci  proponiamo  di  dimostrare  che  una  funzione  di  n 
variabili  .r,  ly,  r,  ••  si  può  sempre  decomporre  ed  in  modo  uìììcn 
in  un  prodotto  di  fattori  primi,  una  volta  fissato  il  campo  dei 
numeri  al  quale  devono  appartenere  i  coefficienti  delle  funzioni 
da  considerarsi.  A  tal  fine  basta  dimostrare  che  se  una  fun- 
zione prima  divide  un  prodotto  di  due  funzioni  intere,  essa  deve 
dividere  necessariamente  una  di  queste.  Poiché,  in  virtù  di 
tale  proprietà,  tenendo  il  procedimento  dell'art.  418,  si  deduce 
subito  che  non  possono  aver  luogo  due  decomposizioni  in  fat- 
tori primi  senza  V  identità  dei  singoli  fattori.  In  tale  ricerca  si 
precederà  per  via  induttiva;  cioè,  supposto  valido  il  teorema 
per  funzioni  intere  di  n  —  1  variabili,  p.  es.,  per  le  funzioni  in- 
tere delle  variabili  f/,  ^,  ••  ,  si  dimostrerà  la  sua  validità  per 
funzioni  intere  delle  n  variabili  j-,  v,  -, . . . 

A  tale  oggetto  cominciamo  dal  premettere  alcuni  lemmi. 

427.  Lemma.  1.  -  Sia  data  una  funzione  intera  F  (x,  y,  z,  ••) 
delie  n  varic^ifix,  y,  z  -  ,  di  gy^ado  m  rispetto  alia  varin- 
bile  X.  Se  per  m  -I-  1  valori  speciali  e  distinti  di  x,  la  data 
funzione  è  divisibile  per  la  funzione  intera  9  (y,  z,  ••  )  delle 
n  —  1  variàbili  y,  z,  ••  ,  essa  è  tale  per  tutti  i  valori  di  x. 

Infatti,  siano  o^,  a^,  ••  ,  a^  tali  valori  speciali  distinti  di  j. 

Essendo  la  funzione   F{Xy  //,  j?,  ••)   di  grado  m  in  .r,  si  pctrà 
scrivere  : 

quindi  : 

•  •  ■  • 
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Ora,  il  determinante 


m  wi  —  1 

0         0 


%       1 


"    «1      1 


a 


a 


m  — 1 


a 


1 


essendo  eguale  al  prodotto  delle  differenze  a  due  a  due  dei  nu- 
meri a^,  a^,   •  ^  a    .  che  sono  tutti  diversi  fra  loro,  ha  un  va- 

Icre  non  nullo. 

Dunque  dalle  (2)  si   deduce,  per  tutti  i  valori  di  r  da  0 
ad  ni , 

(3)        ^^-^c^Fia^,  y,  z,")  +  c^F(a^,  y,  ^,  ••  )  +  - 

dove  le  e  sono  costanti  finite  formate  colle  a.  Ma,  per  ipotesi, 
le  funzioni 

F{%,  y,  z,  .-)»     ^K,  y,  z,  "),  "  ,  F(a^,  y,  ^,-) 

sono  divisibili  per  9  (y,  z,  -  );  dunque,  a  motivo  delle  (3),  an- 
che 6    è. divisibile  per  y  (y,  z,  ••  ),  e  quindi  F (x^  y,  z^  ••),  in 

virtù  della  (i)  è  divisibile  per  la  stessa  funzione  (p  (v^z^  ••  )  qua- 
lunque sia  il  valore  assunto  da  j-,  come  doveva  dimostrarsi. 

Lemma.  IL  -  Se  il  prodolio  di  due  funzioni  intere  di  n  va- 
riabili  x,  y,  z,  ••  è  divisibile  per  una  funzione  prima  delle 
sole  y,  z,  ••  ,  runa  0  f  altra  delle  due  funzioni  dovrà  essere 
divisibile  per  questa  terza. 

Siano  infatti,  ordinando  secondo  le  potenze  di  a?, 

o^co^-^'-h  y,j,     e     (j,^  o,-^  +  .  +  ,1,^ 


le  due  funzioni  intere  il  cui  prodotto  si  suppone  divisibile  per 
una  funzione  prima  /"(y,  z,  ••)• 
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Per  ipotesi  si  avrà: 

deve  F  (jr,  y,  ^,  -  )  è  una  funzione  intera  di  tutte  le  variabili 
jfj  '/,  «,  ••  • 

Si  considerino  ora  u.  +  v  -^  2  valori  speciali  distinti 
%j  «,»  •  »  <».i^v-^i  ^'  •^-  Dalla  identità  precedente  si  ricavano 
le  identità 

•  •  •  « 

/•(y,  ^,  •  )  F{a^,^,,  y, ..  )  -  (?„  aj.^,  +  ••  )  (<!*,  «j;^,  +   ) 

Ora,  poiché  /"(y,  >?,  ••)  è  funzione  prima  delle  y,  >:r,  ••  e  si 
suppone  già  dimostrato  che  se  una  funzione  prima  delle  n  —  1 
variabili  y,  r,  ••  divide  un  prodotto  dì  due  funzioni  intere  delle 
stesse  variabili,  essa  deve  dividere  una  di  queste,  dalle  prece- 
denti si  deduce  che  la  funzione  /"(v,  Zy  ••)  deve  dividere  uno 
dei  due  fattori  in  ciascuno  dei  prodotti 

(?o<+")('^o«>-)- 

Ma  tali  prodotti  sono  in  numero  di  li  +  v  +  2,  quindi  al- 
tneìto  ima  delle  due  funzioni 


y    x^  -h  '  -h  <f 


I^' 


per  ^  -h  1  ovvero  v  4- 1  valori  speciali  distinti  a^  di  x  rispet- 
tivamente, sarà  divisibile  per  /"(y,  r,  ••).  Quindi  pel  lemma 
precedente  una  delle  due  funzioni  sarà  identicamente  divisibile 
per  f(yy  z^  ••),  il  che  dimostra  il  lemma  enunciato. 
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Lemma  III.  -  Se  la  funzioìie  intera  F  (x,  y,  z,  -»)  è  pri- 
vila, essa  7ion  può  decomporsi  nemmeno  in  un  prodotto  di 
funzioni  che  sieno  intere,  e  di  grado  superiore  a  zero  ri- 
spetto ad  una  variabile  x,  e  razionali  rispetto  alle  altre  va- 
riabili. 

Sia  infatti 

(I)        F^tf^ 

una  tale  decomposizione,  cosicché  si  abbia 


0  = 


?o  ^''  +  ?,  ^*       +  • 

-f  9 

M 

V                      ^  —  1 
^0                 'l 

1  V 

ò  -■- 

'  N 


dove  le  9^,  (pj,  .  ,  9j^,  (]/q,  J^j,  .  ,  tj;^,  .V,  .V  sono  funzioni  in- 
tere delle  sole  variabili  y,  ^,  •• . 

Ponendo  MN~f{y,  z,  ••)»  la  (i)  può  scriversi 

(2)  /•(;/,  Z")F  (x,  y,  z,  ..  )  --  (?o  ^''  -+■  •  )  (j'o  •^■''  -♦-  •  )  • 

Si   indichi   ora  con  /J  (y,  z^  >-)   uno   dei   fattori  primi  di 
'•',  z^  ••)•  L'identità  (2)  ci  dice  che  il  prodotto  delle  due  fun- 

iL.^ni  intere  9^  ^  4-  ••  e  ^^  x^  -f  ••  è  divisibile  per  una  fun- 
zione prima  /J  (y,  z^  ••)  delle  sole  ?/,  xr,  -.  Quindi,  pel  lemma 
precedente,  almeno  una  delle  due  funzioni,  p.  es.,  la  prima,  do- 
\Tà  essere  identicamente  divisibile  per  /i  ([/,  z^  ••).  Eseguendo 
dunque  nella  (2)  tale  divisione  si  avrà  una  identità  della  forma 

(3)  ny.  z,  -)  F{cc,  y,  -)  =  (^o\x^  ^.^^  (^0 ''''■*■  •)' 

dove  /"  sarà  una  funzione  di  grado  inferiore  a  quello  di  /;  e  le 
?'o»  ?'i'  "  saranno  di  grado  rispettivamente  inferiore  a  quello 
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delle  (p^,  9^,  .•  dovendo  queste  ultime  essere  divisibili  per/;. 
Facendo  ora  con  la  (3)  ciò  che  si  è  fatto  colla  (2),  e  cesi  con- 
tinuando si  dovrà  pervenire  ad  un'  identità  della  forma 

F(j7,y,z,..)  =  (^o^H-  •  )(^a?^  +  •  ), 

dove  le  k  Q  h  sono  funzioni  intere  delle  sole  y,  z^  -  Questa,  dice 
(art  413)  che  F  non  è  una  funzione  prima  in  contraddizione 
all'ipotesi  fatta.  Dunque  la  (i)  non  può  verificarsi,  cioè  una  fun- 
zione prima  F  (or^  //,  -:,  •  )  non  può  decomporsi  nemmeno  in  un 
prodotto  di  funzioni  intere  in  una  delle  variabili  e  razionali  nelle 
altre. 

428.  Se  il  prodotto  di  due  funzioni  intere  F  e  ^  delle  n 
variabili  x,  y,  z,  ••  è  divisibile  per  una  funzione  prima  e 
delle  stesse  variabili  x,  y,  z,  ••  almeno  uno  dei  due  fattori  F 
e  $  dev* essere  divisibile  jjer  o. 

Infatti,  secondo  che  il  grado  di  /'  in  a;  è  uguale  0  mag- 
giore ovvero  minore  di  quello  di  y  in  ir,  si  può  formare  nei 
modo  indicato  al  paragrafo  precedente,  Tuno  0  Taltro  dei  seguenti 
quadri 

F=^(f'{-F^  9    =i\,F    ^F^ 

(I)        ^1=^2^2+^»  (I)'  ^l    =+2^2  +  ^2 


dove  le  J;  e  le  F,,  F,,  ••  sono  funzioni  intere  in  a?  e  razionali 

nelle  rimanenti  variabili  y^  z^-  Ma  le  F  sono  di  grado  deae- 
scente  in  a?,  cosicché  l'ultima  funzione  F^^^  sarà  di  grado  zer: 

in  Xj  cioè  dipenderà  solo  dalle  y,  r,  ••  Ora,  possono  accadere 
due  casi,  0  la  funzione  F^^^  (y,  ;?,••)  è  identicamente  nulla 
eppure  no. 
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Nel  primo  caso,  T ultima  delle  (i)  0  delle  (i)'  diviene: 

la  quale  dice  che  la  funzione  F^_^  è  divisibile  per  F  rispetto 
alla  variabile  ce.  La  penultima  delle  identità  (i)  od  (i)'  ci  dice 
allora  che  anche  F^_^  è  divisibile  per  F^  rispetto  ad  x,  e  così 

risalendo  di  mano  in  mano  si  conclude  che  anche  o  è  divisi- 
bile per  Fj^  rispetto  ad  x,  onde  si  può  scrivere 

(2)  9  =  ^H^^ 

dove  f  è,  come  F^,   una  funzione  intera  in  a?  e  razionale  in 

2/ ,  ^ ,  ••  •   Ma  9  è  per  ipotesi  una    funzione  prima ,  dunque , 
pel  lemma  III,  la  (2)  non  può  sussistere  se  non  nel  caso  che  f 
sia  di  grado  zero  in  a?.  Ma  allora,  essendo  F^  un  divisore  di  F 

rispetto  ad  x,  sarà  tale  anche  F^  f\  cioè  o  ;  quindi  si  avrà 

(3)  F=^rp, 

dove  ^  sarà  una  funzione  intera  in  a?  e  razionale  in  //,  e,  ••  No- 
tiamo del  resto  che,  nel  caso  del  quadro  (i)'  non  è  possi- 
bile una  identità  della  forma  (3),  poiché  essa  contraddirebbe  al- 
l'ipotesi  che  il  grado  di  F  fosse  minore  di  quello  di  ^, 

Nel  secondo  caso,  in  cui  F^  _^  ^  non  è  identicamente  nullo, 

si  moltiplichino  le  (i)  ed  (i)'  per  c^.  Si  avranno  le  identità: 

(4)  $  9  =  +1  *  F^  4-  *  Fa 


(4)'  *  F  =  ^1  *  Fj  +  *  Fg 


*^.-i==^**n+*^*^.l 
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Ma  il  predette  ♦Fé  per  ipotesi  divisibile  per  y,  quindi 
dalle  prime  di  queste  identità  si  deduce  che  4>  F\  è  divisibile 
per  5  rispetto  alia  variabile  x,  cioè  il  quoziente  di  questa  divi- 
sione è  una  funzione  intera  in  or,  e  razionale  in  y,  ;?,...  Le 

stesso  dicasi  del  prodotto   ♦  F^  in  virtù  delle  seconde  identità 

e  così  via;  fino  a  che  si  conclude  la  stessa  cosa  pel  prodotte 
♦  F.     , .  cioè  si  potrà  porre  : 

essendo  f  una  funzione  intera  in  a;  e  razionale  nelle  altre  va- 
riabili y,  ^, ...  Ma  F^     j  non  contiene  a-,  quindi   ^,  che  è  un 

diWsore  rispetto  ad  a:  di  ^  F.     ,,  sarà  un   divisore  di  $  ri- 

spetto  alla  medesima  variabile  or,  cioè  si  potrà  porre 

(5)  *  =  9i,, 

dove  'J,^  è  una  funzione  intera  m  a;  e  razionale  in  //,  z^ . .  Dun- 
que in  ogni  caso  ha  luogo  necessariamente  Tuna  0  l'altra  delle 
due  identità  (3)  e  (5) 

Ed  ora  basta  provare  che  le  ^,  che  sono  funzioni  intere 
di  a?  e  razionali  delle  altre  variabili  y,  -r, ...,  sono  intere  anche 
rispetto  a  queste  ultime  variabili.  Infatti,  supponendo,  p.  e.,  che 
abbia  luogo  la  prima  identità  (3),  si  può  sempre  porre: 

^,  _^(^v^» Alili 

dove  /7  ed  h  sono  funzioni  intere  nelle  variabili  che  in  esse  sono 
scritte.  Allora  la  (3j  si  può  scrivere: 

Sia  ora  /?,  un  fattore  primo  di  fi.  Poiché  il  prodotto  ^7.9  è  di- 
visibile per  /?j,  dovrà  A^,  in  virtù  de]  .lemma  11,  dividere  al- 
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meno  uno  dei  due  fattori  ^  e  (p.  Ma  y  è,  per  ipotesi,  una  fun- 
zione prima  ,  quindi  Aj  dovrà  dividere  g.  Effettuata  la  divisione, 
la  identità  precedente  si  può  semplificare,  e,  cesi  continuando, 
si  p)erviene  ad  una  relazione  della  forma 

deve  /Jt  è  una  funzione  intera  di  tutte   le   variabili  or,  y,  z^  •• 
Di  qui  segue  manifestamente  il  teorema  enunciato. 

^'^9.  Ogni  funzione  razionale /' delle  x^  //,  >;,  ••  si  può  met- 
tere sotto  la  torma 

dove    o  e  'J;  sono  funzioni  intere  delle  stesse  variabili  a:,  y,  >:^-- 

Inoltre  si  può  sempre  ammettere  che  le  due  funzioni  9  e  »|  sieno 

prime  fra  loro,  potendosi  sopprimere  i  fattori  primi  comuni  alle 

due  funzioni.  In  tal  caso  si  dice  che  la  funzione  /*  è  ridotta  alla 

sua   più   semplice   espressione,  la  quale   è  una   sola,   poiché 

il  7iaiìieratore  e  il  denominatore  di  (ale  esjjressfone  frazio- 

o 
naria  -^  sono  perfettamente  determinati  a  meno  di  un  fai- 

iore  costante. 

Infatti,  supponiamo  di  avere  identicamente 

9(37,  y,  z,...)  _  9^  (a?,  y,  ;:,...) 
dove  9j  è  primo  con  ^^  come  9  è  primo  con  '^.  Di  qui  segue  : 

(l)  9ij;j  =  9,f 

Ogni  fattore  primo  di  9  dovrà  dunque  dividere  il  prodotto 
9j  {];  :  ma  un  tale  fattore  primo  non  può  dividere  '|,  essendo  per 
ipotesi  9  e  ij;  prime  fra  loro  ;  quindi,  in  virtù  del  teorema  pre- 
cedente, dovrà  dividere  9^.  Soppresso  questo  fattore  comune 
nella  (i),  si  dimostrerà  successivamente  nello  stesso  modo  che 


464  VI  -  5  4»  '^'  4^- 

lutti  gli  altri  fattori  primi  di  9  sono  contenuti  anche  in  o^-  Re- 
ciprocamente si  dimostra  in  maniera  analoga,  che  tutti  i  fattori 
primi  di  (p^  sono  contenuti  lo  stesso  numero  di  volte  in  o.  Di 
qui  segue  che  le  due  funzioni  9  e  y^  non  possono  tutt'al  più 
differire  che  per  un  fattore  costante.  Lo  stesso  dicasi  delle  due 
ò  e  ff^. 

0        0 
430.  Corollario.  Affinchè   due  funzioni  razionali  -^  e  -V 

sieno  identicamente  eguali,  è  necessario  e  sufficiente  che  siano 
rispettivamente  eguali  a  meno  di  un  fattore  costante  i  nume- 
ratori e  i  denominatori  delle  loro  più  semplici  espressioni,  0, 
che  è  lo  stesso,  che  si  possano  determinare  due  funzioni  intere 
À  (^3  2/>  •  •  •)  e  À'  (ar,  l/, . .  0  tali  da  avere  identicamente 

• 

Infatti,  sia  X  il  massimo  divisore  comune  di  9  e  ó,  e  ),'  il 
massimo  divisore  comune  di  9'  e  6'.  Le  più  semplici  espres- 
sioni delle  due  frazioni 

i.      il 


saranno  : 


e 


t  t 

*  Ora,  per  ipotesi,  si  deve  avere  identicamente  : 

9;X_9':V 
(J;:X~(]^':X'' 

quindi,  per  Tarticolo  precedente,  dovrà  essere: 

9:Xi=9':X',  tJ;:X  =  ó':X'. 

cioè: 

9X'  =  9'X .  ^W  =  ^'l. 

431.  Vogliamo  ora  mostrare  sopra  due  esempi  semplicissimi 
r  importanza  dei  teoremi  di  divisibilità. 
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Consideriamo  il  determinante 


a  b  e  d 
bade 
e    d    a    b 

d    e    b    a 


Aggiungendo  alla  prima  colonna  tutte  le  altre,  si  può  met- 
tere a  fattore  a  -4-  6  -h  e  -f  rf.  Aggiungendo  alla  prima  colonna 
la  seconda,  e  togliendo  le  altre  due,  si  può  mettere  a  fattore 
a-h  b  —  c  —  d^  ed  analogamente  si  vede  che  il  determinante 
ammette  i  fattori  (a-h  c  —  b  —  d)  e  (a-hd  —  b^c).  Ora,  poi- 
ché questi  fattori  sono  primi  fra  loro,  e  una  funzione  non  può 
decomporsi  che  in  un  sol  mcdo  in  un  prodotto  di  fattori  primi, 
do\Tà  essere  identicamente: 


a 

b 

e 

d 

b 

a 

d 

e 

e 

d 

a 

b 

d 

e 

b 

a 

X(a4-d  —  ft  —  c)(a4-&-fc-f-d), 


dove  C  è  una  costante  numerica,  poiché  il  prodotto  dei  quat- 
tro fattori  è,  al  pari  del  determinante,  una  funzione  omogenea 
di  4®  grado  rispetto  alle  a,  ft,  e,  cf.  Per  determinare  la  costante 
C,  basta  considerare  i  coefficienti  di  termini  omologhi  nei  due 
membri.  Nel  determinante  il  termine  principale  é  a*  e  nel  se- 
condo  membro  si  ha  il  termine  Ca*;  dunque  sarà 

C=l, 

ed  il  determinante  considerato  sarà  eguale  al  prodotto 
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4JO 
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In  mede  analcgc  si  può  sviluppare  il  determinante 


\  1   a    a     -   a 


1    b    b 


«— 1 


n— 1 


I 


1      /       ^     ..     /• 


—  1 


già  sviluppate  ccn  altre  ccnsiderazioni.  Togliendo  da  un'criz- 
zcniale  un'altra,  p.  es.,  dall'ultima  la  prima,  si  può  mettere  a 
fdttcre  un  bincmio  /  —  a.  Dì  qui  segue  che  il  determinante 
è  divisibile  per  tutte  le  differenze  a  due  a  due  degli  n  numeri 
a.  &•..,/,€  sirà  anche  divisibile  pel  loro  prodotto  essendo  tali 
fattori  primi  fra  loro.  Per  tal  via  si  ritrova  lo  sviluppo  che  già 


v,w 


ncscevam; 
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55.  —  Formole  di  interpolazione. 

432.  Interpolare  significa  determinare  una  funzione  dietro 
la  cognizione  di  un  certo  numero  di  valori  corrispondenti  a  dati 
valori  della  variabile. 

Questo  problema  è  in  generale  indeterminato;  ma  pel 
caso  di  funzioni  intere  la  sua  determinazione  si  deduce  dal- 
l'art. 404. 

Cominciando  a  considerare  il  caso  di  una  funzione  intera 
ad  una  variabile  di  grado  w,  siano  w^,  Wp  w  ,  ••  ,  m    i  valori 

assunti  da  una  funzione  intera  di  grado  n  pei  valori  corrispon- 
denti  a-„,  a?, ,  a?,,  ••  j  a?    della  variabile  x.  Tale  funzione  sarà 

U  1  X  II 

della  forma 

*  .    ^     «—1    . 
a^  X  -h  a^  X         -f  .  4-  e?^ , 

che  indicheremo  brevemente  con  9  (a?). 
Si  ha  identicamente  : 

purché  si  ponga: 

_       n    .     _       n    ,       4.  n  n 

Z^  x^  -^  Z^  x^  -h  *    *    Z     X    "=  X 
0  '^'o  ~     1     1  ^  n     n 

^0  ^0  +  ^1  ^1  +  •   +  '^n  ^n         =  "" 


^0  ^0  +  ^1  ^1  +  '  +  %  ^,1  =  ^ 


^0  ■*■  ^1  "• ^  ^n  —  ^' 


Queste  sono  n  +  1  equazioni  lineari  fra  altrettante  inde- 
terminante ^Q,  ^, ,  -,  ^^.  11  determinante  del  sistema  è  il 

predotto  delle  differenze  a  due  a  due  dei  numeri  a?^,  ar^,  ••  ,  a?^, 
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che  sono  per  ipotesi  diversi  fra  loro,  e  i  determinane  delle  sin- 
gole incognite  sono  di  forma  analoga.  Si  ha  cesi  : 

^    ^^^-  ^0)    (^  -  ^1)    ••    (^  -  ^r  - 1)    fr  -  ^r-».  1)    ••  (^  -^.) 

Di  qui  segue: 

(I)  ?  (a:)  = 


f» 


0 


r/zr  — 


V' 


--^r-^oH^r-^l)  "•  (^r-'^r-l)!^  — ^M-O  ^  (^r~^«; 


Questa  formcla  dà  la  soluzione  della  questione  pel  case 
di  una  funzione  intera  di  una  variabile.  Essa  poteva  anche  sta- 
bilirsi direttamente  osservando  che  il  suo  secondo  membro  si 
riduce  appunto  ad  i^  per  x  =  x.;  e  ricordando  (art  404)  che 

non  può  esistere  alcun'  altra  funzione  dello  stesso  grado  che 
soddisfi  a  queste  n  -f- 1  condizicni.  Il  secondo  membro  della  (i) 
rappresenta  per  ciò  la  funzione  cercata. 

433.  Se  per  abbreviare  la  scrittura  si  pone 

F  (j)  =  (x  —  ir^j)   (x  —  a^j)  ..  (x  —  x^] , 
_<■    F(x) 


^^x  — x^ 


la  formola  (i)  si  può  scrivere: 


ossia,  poiché  u^  =  tp  fx): 

F(x)       Z_jP'(ag  x  —  x/ 

la  quale  serve  a  decomporre  in  frazioni  semplici  una  frazicnc 
razionale  con  denominatore  composto  di  fattori  semplici. 
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434.  Consideriamo  ora  una  funzione  intera  dì  due  sole  varia- 
bili x  ed  y,  e  siano  7n  ed  n  ì  gradi  rispetto  a  tali  variabili. 
Siano  dati  dei  valori  speciali  e  distinti 

per  la  variabile  rr, 

per  la  variabile  y.  E  per  ogni  combinazione  dei  valori 

per  r  =  0,  1,  -,  m  e  per  s  =  0,  1,  ••  ,  r?,  sia  dato  il  valore  u 
di  una  certa  funzione  intera  <p  (.r,  y)  da  determinarsi. 

Considerando  intanto  una  delle  variabili,  p.  e.  y,  come  co- 
stante, si  ha,  applicando  la  formola  (i)  dell'art.  432, 

?  (^>  y)  = 
-  {x  -  x^y  (x  ^  0?^^  ,)  (g?  -  a?^^^).>  {x  -  x^)  ^ 

Ma  9  Ca?  ,  y^  è  funzione  di  una  sola  variabile  y,  quindi, 
applicando  la  stessa  formola,  si  ottiene  : 

9  (^r'  y)  = 


0 


(y,  -  ^o)-  [y.  -  y.-i)  {y.  -  y.+i)-  (y.  -  ^0 


Sostituendo  si  ha  dunque  : 


F{x)  V-  /•(y) 
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dove,  per  abbreviare,  si  è  posto  : 

F  {x)  =  (a?  —  T^  (x  —  x^  ^'(x  —  x^^ 

f{y)  =  (y — Vo)  (y  -  ^i)  ••  (y  —  y,). 


/'(y) 


Più  semplicemente  si  può  scrivere  : 

Y_jFW(y)_ «^ 

dove  il  segno  scmmatorio  va  esteso  alle  (m-f  l)(n4-l)  com- 
binazioni di  un  valore  qualunque  dell'  indice  r,  e  di  un  valore 
qualunque  dell  indice  .<?. 

Dopo  ciò  si  vede  come  analogamente  possano  dedursi  le 
formole  d' interpolazione  per  funzioni  intere  di  tre  0  più  va- 
riabili. 

A35,  La  formola  (1)  dell'art.  432  è  un  caso  particolare  di 
quella  che  si  ottiene  dalla  risoluzione  del  seguente  problema: 

Trovare  una  funzione  razionale  u  della  variabile  x,  di 
cui  il  numeratore  ed  il  denominatore  siano  funzioni  intere 
dei  gradi  rispettivi  m  ed  n,  conoscendo  gli  m  4-  n  4- 1  t?a/on' 
di  u  corrispondenti  ad  m  4-  n  4- 1  valori  speciali  distinti  dati 
ad  X. 

Notiamo  intanto  che  tale  funzione  u  è  sempre  determi- 
nabile ed  in  modo  unico  soltanto  in  generale.  Infatti,  se  una 
tale  funzione  u  esiste,  essa  sarà  della  forma 

OqX^  4-  a. a?**"    "*"'■*'  ^« 
u  = 


n    .     .      n— l 


b^X    4-  6jX-  "^  •  "♦■    ^n 
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Siano  ora  m^,  w^,  ^^2»*''^«-hn  *  ^^'^^  assunti  da  questa  fun- 

zicne  pei  rispettivi  valori  distinti  x^ ,  x^ ,  ar^ ,  "  ?  «3?^  j.  »  d^l'^ 

variabile  a?.  Per  determinare  i  rapporti  delle  7?i  +  n  -f  2  inde- 
terminate a^ ,  a^ ,  •• ,  &Q,  &p  ••  si  hanno  le  7n  -f  n  -f  1  equazioni 
cmcgenee 


n— 1 


m^  ^    «1  —  1 


0 


=  0 


«IH-  »    m-f-n    0 


=  0. 


Supponendo,  come  è  lecito,  &o=^5  affinchè  questo  sistema  sia 
risolubile  univocamente  dovrà  essere  soddisfatta  la  condizione 


(2) 


^^0^0 


^i^r 


n  — 1 


W. 


n  — 2 


m        «— 1 


^0         "'^O'^O'^O         '-'^ 


1  n»2 

,    U,X 


1*^1         >  •  >  ^1  »  ^1  5  ^1 


—  1 


A  — 1 

U     _^     O)  ^, 


•'  ^«H-»' 


,.,1 


•       • 


.,1 


> 
< 


0, 


ed  affinchè  il  valore  di  a^  risulti  effettivamente  diverso  da  zero, 
cioè  affinchè  il  numeratore  della  u  risulti  una  vera  funzione  di 
grado  m,  dovrà  essere  soddisfatta  la  condizione  : 


n  — 1    ^,      11—2  ^.      ^       «        m  — 1  , 


0*^0 


'0-^0 


0»  '"0'*'0  »      0 


n— >  1  n  — 2  n       m  — 1  ■■ 


•        • 


> 
< 


0, 
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ossia  la  condizione 


(3) 


«  n—  l  «I  —1         . 

u^x^^u^x^       ,.,Wpa7j       ,.,1 


> 

< 


0, 


che  è  analoga  alla  (2). 

Pertanto,  se  le  condizioni  (2)  e  (3)  sono  soddisfatte,  esiste 
una  funzione  u  e  soltanto  una  che  risolve  il  problema. 

Per  trovare  effettivamente  questa  funzione,  basta  elimi- 
nare le  a  e  le  2»  dalle  equazioni  (1)  considerate  insieme  al- 
l' identità  : 


ux^  Òq  -f-  uoo*       &j  +  •  -f  ub^  —  ^^% 


—  .  —a   =0. 


Si  ottiene  così: 


^0^0'    ^0^0      »  •  V  ^r»  ^0       »  -  ^0  ^ 


11*1 


m  — 1 


n  n  —  i  ^  9i         fu  —  i  , 


•  • 


fi 

ux  , 


wa? 


n  — 1 


.    t^,     X     ^  X 


m— l 


a?   1 


=  0, 


ossia,  sviluppando  i  determinanti  seconde  i  minori  formati  celle 
prime  n  -f  1  colonne  : 


<4)  21  (— 1)'«,  w.  ••  u.  n(x.  X.  ••  0?,  \t:(x,      x.       ••  a?         \ 


=0, 


dove 


.     .  .      n(n-f-l) 


7: (a?, y, z, .•,t)  =  (u  —  x) (z  —  x)  ••  (5  —  y)... 


M  -  S  5,  art.  435.  473 

indica  il  prodotto  delle  differenze  a  due  a  due  dei  numeri 


e  inoltre 


X.    X.    ••  X.     X.  ••  X  X 


è  una  permutazione  dei  numeri  a?^,  a?j,-,  a?^^,j  ^»  la  quale 
ncn  contiene  inversioni  in  nessuna  delle  due  parti  x.   x*-  x, 

ed  X.       X.        ••  X,  ,  ed  infine  la  sommatoria  va  estesa 

a  tutte  le  (  ,      ^  combinazioni  u,  u,  ••  w^    dei  numeri 

\    n  +  1     /  '0    '1       '» 

Dalla  (4)  si  deduce  facilmente: 

2  db  w    w    ••  w.  TT  /  a?.  ••  a?^  ^  n  /  a?.        ••  x\ 
(5)     w=  ^     ^       •     ^    ^        "^     ^    '*-^*        ^ 


dove  la  sommatoria   del   numeratore   va  estesa   a   tutte   le 

I  .  ,      J  combmazioni  w.  u,  ••  w,  dei  numeri  VnjW,,.»^^..»...» 

e  la  sommatoria  del  denominatore  va  estesa  invece  a  tutte  le 

(  )  combinazioni  xi,  x,  -u,         degli  stessi  numeri 

Dividendo  numeratore  e  denominatore  della  frazione  pre- 
cedente per  n  (x^^  x,,.y  x  .  x  ^,y  .,x  ^   ì,  e  indicando   con 

^  (2^j  »  •  5  P„  ;  (Tp  •  9  ^^)  il  prodetto  delle  mn  differenze  che  si  ot- 
tengono sottraendo  ciascuna  delle  p  da  ciascuna  delle  (7,  la 
fcrmola  (5)  può  scriversi 


io 

ti  =  — 


'n  D  (OS  ,.,0?   ;a-        >-9^f        "> 


2  w.  -w. 
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È  facile  verificare  l'esattezza  di  questa  formcla.  Facendo 
infatti  x=x^5  il  suo  numeratore  diviene  eguale  a 

w_2 


ed  il  denominatore  si  riduce  a  questa  medesima  sommatoria; 
cosicché  per  a?  =  a?  ,  la  formola  dà  u  =  ti  . 

La  medesima  formola  sussiste  anche  nel  caso  di  n  =  0, 
purché  si  riguardi  il  denominatore  come  eguale  a  1  ;  essa  coin- 
cide così  colla  formola  dell'art.  432. 

Nel  caso  di  m  =  n  =  1 ,  la  stessa  formola  dà  : 

X  —  X»  .  X  —  X\  X  —  iffl 

^0^1  7 Vr^ S  +  ^o^t  ? vT"^ T  +  ^i^«  7 w~ — ì 

^'07 vT"^ x  +  ^i     7 -r^^ x  +  W, 


(^1— ^0)  (^t— ^0)  *     K— ^1)  (^8— ^i)         *     (a?o— -^2)  (J^i-^?) 
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S  6.  —  Formola  di  Taylor  per  funzioni  intere 

di  una  variabile. 

436.  Si  abbia  la  funzione  intera  mcncmia  f(x)  —  ao?**,  deve 
a  è  un  coefficiente  costante.  Dando  ad  x  Tincremento  h  si  avrà: 

f(x  +  h)  =  a(x  +  hy  = 
=  ax  -hnax       ^i  +  lgjaa?        ?i  -f- 

In  questo  sviluppo,  che  precede  secondo  le  potenze  ascendenti 
di  ^,  il  coefficiente  della  prima  potenza  di  h  è  dato  dalla  fun- 


zione 


na  X 


che  si  ottiene  dalla  funzione  data  a  x^  moltiplicandola  per  l'espo- 
nente n  e  diminuendo  quest'esponente  di  1.  Questa  funzione 
si  dice  derivata  della  funzione  proposta  a  a:'*,  e  Toperazione  con 

cui  si  ottiene  la  derivata  dicesi  derivazione.  Di  qui  segue  su- 
bito che: 

La  derivata  di  una  costante  è  zero. 
Poiché  una  costante  a  può  scriversi  sotto  la  forma  aa^  da 
cui,  applicando  la  legge  di  derivazione,  si  ottiene  zero. 

437.  Si  abbia  ora  la  funzione  intera  generale   ad   una  va- 
riabile 


0  più  concisamente: 


r  =  « 


f{x)  =  ILa^x 

r=0 


Prendendo  la  derivata  di  ciascun  termine  di  f{x\  e  lasciando 
inalterato  il  segno  corrispondente,  si  ottiene  la  funzione 

nflr^a?*""*  +  (n  — l)a^a?**"^  H h  2a^_j  ^+^n-P 
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che  si  può  esprimere  concisamente  con 

2-     (n  —  r)  a  X 

r  =  0 

Questa  funzione  si  dice  dciHvata  della  funzione  /"(a:),  e  si  sud 
rappresentare  con  una  delle  scritture  f  {x) ,  Df{x).  Si  vede  che 
la  derivata  di  una  funzione  intera  di  grado  n  è  una  funzione 
intera  di  grado  n  —  1 . 

438.  Operando  sulla  funzione  f{x)  come  si   è   operato  su 
f{oc\  si  ottiene: 

w  (n  -  1)  a^  a?*"*  +  (n  ^  l)  (n  —  2)  a^  a;*""'  +.4- 
4-3.2.a^_3a7  4-2a„_,, 

che  si  può  scrivere  concisamente 

r:=n— >2 

Questa  funzione  dicesi  derivata  di  second'ordine  0  deri- 
vata seconda  di  f(x),  e  si  suol  esprimere  con  una  delle  scrit- 
ture T'C^^")»  ]J^f{x).  Quindi,  per  uniformità  di  linguaggio,  la 
r{pc)  si  suol  dire  derivata  di  prim* ordine  0  derivata  prima 
di  f{x).  Si  vede  poi  che  la  derivata  seconda  di  una  funzione 
intera  di  grado  n  è  una  funzione  intera  di  grado  n  —  2. 

Operando  ancora  sulla  funzione  r  {x)  come  si  è  operato 
sulle  precedenti,  si  ottiene: 


n  (n  —  1)  (n  —  2)  a^  x'  '^  +(n  —  ì)  (n  — 2)  (n  — 3)  a^  a?"""  4-H- 

4-4. 3. 2. a      ^07  4-3.2. a      ,, 

che  si  può  scrivere  concisamente  : 

"2     (n  — r)(n~r— l)(n  — r  — 2)a  a?••"•'"^ 

r=0  ** 
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Questa  funzione,  che  è  la  derivata  prima  di  f"{x)  e  la 
derivata  seconda  di  f  (a?),  dicesi  derivata  di  terz  'ordine^  0 
derivata  terza  di  f{x)^  e  si  suol  esprimere  con  una  delle 
scritture  f'"(x)y  lJpf{x),  La  derivata  terza  di  una  funzione  in- 
tera di  grado  n  è  dunque  una  funzione  intera  di  grado  n  —  3. 

Operando  come  prima  su  /'"  {x)  e  cosi  continuando  si  vede 
che  dopo  s  successive  derivazioni  si  ottiene  la  funzione  intera 
di  grado  n  —  5 

«  (w-l)  ••  (n-s-f  1)  flo^""'  -^  (w— 1)  (w— 2) .. (n— s)  a^  a?""""* 

-f.4-1.2.3"(s-h  l)a a?-hl.2.3..sa       , 

che  si  chiama  dcì^ivata  d'ordine  s  0  derivata  s"»«  di  f(x)  e  si 

suol  rappresentare  con  /^'^  (x)  0  D^'V(^);  onde  si  può  scrivere 
concisamente  : 

(i)   /^•^(a;)='"'Ì:"*(n— r)(n-r-l)..(n— r-s4-l)a  o?""'"^ 

Qui  il  termine  generale  si  ottiene  derivando  s  volte  di  seguito 
il  termine  generale 

fi  — r 

a  X 

r 

della  funzione  primitiva 


Dopo  n  successive  derivazioni  si  otterrà  in  particolare  : 

L'n*"*  derivata  è  dunque  una  costante;  quindi   le   derivate 

successive  /""*"*  (ìp),  Z""*"*^  C^)?-  sono  tutte  eguali  a  zero. 
Le  funzioni  : 

r(x) ,    r(x),    r  (x) ,  - ,    n-)  (x) 

si  ottengono  successivamente  dalle   precedenti  con  la  stessa 
legge  detta  legge  di  derivazione.  Se  nella  formala  generale  (i). 


47^  VI  -  §  6,  art.  439-440. 

che  dà  Tespressìcne  di  r   (x),  si  faccia  s  =  0,  si  ottiene  la  fun- 
zione primitiva  /"(a?),  che  per  tal  ragione  si  può  anche  indicare 

con  f^^^(x)  e  si  ritiene  come  derivata  di  ordine  zero. 

439.  Poiché 

(fi ...  ^\ 
I, 

la  fcrmola  (i)  ci  dà  anche   l'espressione  della  derivata  s**  di 
f(x)  sotto  la  forma  seguente 

* r=0       \      S      / 

440.  Se  nella  funzione  intera  generale  di  grado  n 


n  n  — l 

f{x)  =  a^x  +ay^x       H ha 


n 


si  dà  ad  x  un  increviento  qualsivoglia  /?,  cioè  si  cambia  x  in 
X  -hfì^  si  ottiene  : 

(3)  fix  ^h)  =  fix)  4-  nr  (x)  4- 


n — 1  j  fi 


dove 

r(x),  r(^),  "  .M(^) 

sono  le  successive  derivate  della  funzione  f(x). 
Infatti,  nella  funzione 

f(x  +  Ti)  =  Aq  (a?  4-  hf  +  a^(os  +  ^i)""^  +.+  a^^  (x  +  Ti)  +  a^ 

si  sviluppino  le  potenze  dei  singoli  binomi,  e  si  ordinino  gli  svi- 
luppi secondo  le  potenze  di  h.  La  somma  dei  termini  indipen- 
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denti  &d  h  è  eguale  alla  stessa  funzione  f(x)y  poiché  quei  ter- 
mini sono  i  primi  dello  sviluppo  di  ciascun  binomio  rispettiva- 
mente moltiplicati  per  a^,  ap-,a^.  Volendo  il  coefficiente  di 

una  potenza  qualunque  h* ,  basta  sommare  i  coefficienti  di  //' 
nei  singoli  binomi 

a^ix-hh)*,   aj(a?+^r"\   «^  (a? +  ;i)*"', ..,  a^_^  (a?-f /O'- 

Ricordando  la  formola  del  binomio  si  vede  che  tali  coefficienti 
sono: 

^    /n\     »-•  /^  — 1\    «-t-i      ^    /n  — 2\    n^t^2 


«n-.-lCtO*"'     «-.(«)• 


Dunque  il  coefficiente  di  &•  nello  sviluppo  di  f(x  -f  Ji)  è 


H h 


che  brevemente  si  può  scrivere 


'Tcrì-y-' 


onde  si  vede,  confrontando  colla  (2),  che  esso  coincide  con 

"Ci"" 

Poiché  dunque  il  termine  contenente  A*  nello  sviluppo  di 
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ed  s  può  assumere  i  valori  1,  2,-,  n,  si  ha: 

che  è  appunto  la  formola  data  in  principio,  che  suol  chiamarsi 
comunemente  sviluppo  di  Taylor.  Essa  è  valida  per  qualisi- 
vcgliano  valori  di  a?  e  di  /?. 

Si  noti  che  per  l'art.  438,  l'ultimo  termine 

non  è  altro  che 

441.  Ponendo  a?  =  0  e  cambiando  quindi  h  in  x  nella  fcr- 
mcla  precedente,  si  ha: 

(4)        f(^)  =  /"(O)  4- X  nO)  4.  ^  r(0)  4-  .•  4-  7-  /"^  (0). 

Da  questa  identità  segue  che  i  coefficienti  a^^  a^,  -,  a^  di  f{x) 
sono  rispettivamente  eguali  ai  valori  che  assumono  le  funzioni 


\2L   '     l!LzJ: 

per  X  =  0. 

442.  Ponendo  nella  stessa  formola  (3)  x  —  a  al  posto  di  //, 
ed  a  al  pesto  di  ^r,  essendo  a  un  numero  qualunque,  si  ottiene 
r  identità  : 

nx)=f(a)  +  (x-a)r(a)  +  (x-  «)*  ^^- 4- 

4 hix  —  a)   —r- — , 

che  serve  ad  esprimere  la  funzione  f(x)  secondo  le  potenze 
del  binomio  x—  a. 
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Questa  fcrmcla  si  può  scrivere  setto  la  ferma  : 

la  quale,  poiché  0  è  una  funzione  intera  di  grado  n  —  1  in  or, 
dice  che  f{a)  è  il  resto   della  divisione  di   f{x)   per  x  —  a^ 
come  già  si  è  visto  in  altro  luogo  (art.  411). 
La  funzione  0,  che  è  eguale  a 

può  mettersi  sotto  la  forma 

Q^r {a)  -f-  Oj (a; -  a) , 

la  quale,  essendo  Oj  di  grado  n  —  2  in  x^  dice  che  f  (a)  è  il 
resto  della  divisione  di  Q  per  x  —  a. 

Continuando  in  simil  modo  si  deduce  che  i  coefficienti 

ria),    r(a),    |4-r(a),    p^r(«),  ecc., 

si  ottengono  nel  modo  seguente:  Si  divida  f(x)  per  x  —  a,  il 
quoziente  ottenuto  nuovamente  per  a?  —  «,  questo  secondo  quo- 
ziente ancora  per  a?  —  «,  e  cosi  via.  I  resti  di  queste  succes- 
sive divisioni  sono  i  valori  rispettivi  di 

/•(«),  r(a),  7^r(a),  rlr(«),  ecc. 


Tale  osservazione  è  importante  poiché  essa  permette  di 
calcolare  i  valori  che  assumono  le  funzioni 

nx),    r{x),   r{x\ .. 

per  un  valore  particolare  x=^a  con  un  metodo  assai  più  speditivo 
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di  quelle  dato  dalla  sostituzione  diretta  del  valore  a  in  lucgc 
di  X  in  ciascuna  di  tali  funzioni.  Infatti  i  valori  di 

/■(«),    ria).    r{a).- 

coincidono    coi   resti  successivi  della  divisione  ripetuta  di  f{x) 
per  {x  —  a)  moltiplicati  rispettivamente  per  1,11,  [2  ,  -  e 

tali  successive  divisioni  si  eseguiscono  rapidamente  col  melode 
spiegato  all'art.  410. 

Come  esempio  numerico  si  abbia 

f{x)  =  a;«  -f  2ar^  -h  Sor'  —  9a:*  —  17, 

e  si  vogliano  calcolare  i  valori  di 

/•(-3),r(-3),r(-3),.. 

A  tale  oggetto  si  calcoleranno  i  valori  di 


/•(-3),r(-3), 


LI  ' 


come  resti  successivi  della  divisione  ripetuta  di  f{x)  per  (ar  +  3). 
L'operazione  può  essere  disposta  convenientemente  cosi: 


—  3 


2  +  0  -t- 

1  +  3  — 

4  +  15  — 

7  +  36  — 

10  +  66  — 

13  +  105 

16 


3  —  9  +  0  —  17 
6  +  9—27  +  64 
51  +  162  —  513 

159  +  639 

357 


I  numeri  che  compongono  questa  tabella  {quadro  di  Ilor- 
ner)  si  calcolano  successivamente  colla  regola  che:  ogni  nu- 
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mero  si  ottiene  moltiplicando  per  —  3  il  numero  che  lo  pre- 
cede nella  sua  linea  orizzontale  ed  aggiungendo  al  risultato  il 
numero  che  lo  precede  nella  sua  linea  verticale.  I  numeri  estre- 
mi delle  successive  linee  a  cominciare  dalla  seconda  sono  ap- 
punto i  valori  cercati 

/•(-  3)  =  64,  r  (-  3)  :=  -  513,  — f^  =  639  .. 

Li 

onde  si  avrà: 

f{x  —  3)  =  x'  —  16.c^  4-  lOox'  —  3olx^ 

4-639a;'  — 513t-f64. 
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57.  —  Forinola  di  Taylor  per  funzioni  intere 
di  più  variabili.  —  Continuità  delle  funzioni  intere. 

443.  Si  consideri  una  funzione  intera  di  più  variabili  x,  y,  z,- 
Essa  è  della  forma: 

dove  le  C  sono  costanti,  e  a,  /3,  7,  ••  numeri  interi  positivi,  an- 
che nulli,  tali  da  avere 

a  +  |3-}-7-f-..  ^m, 

essendo  7n  il  grado  della  funzione  F, 

Considerando  costanti  tutte  le  variabili  eccetto  una,  si  pos- 
sono eseguire,  anche  ripetutamente,  più  derivazioni  rispetto  alle 
singole  variabili. 

La  derivata  di  una  funzione  F  di  più  variabili  rispetto  ad 
una  data  variabile  x  si  dirà  derivata  parziale  di  F  rispedo  ad  x, 
e  si  indicherà  col  simbolo  D  F. 

Così,  p.  es.,  si  avrà: 


Del  pari  se,  p.  es.,  deriviamo  la  prima  funzione  rispetta 
ad  una  variabile  y,  oppure  la  seconda  rispetto  alia  variabile  a-, 
si  ottiene: 

D  D  F=2aiSCa?*""^/"^JS;'^-  =  L  D  F. 

y    w  r  ^  30    y 

Qui  intanto  si  vede,  poiché  è 

L  DF  =  LD  F, 

y    X  X    y    ^ 
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• 

che,  dovendo  eseguire  due  derivazioni  successive,  rispetto  a  due 
variabili  diverse,  il  risultato  è  sempre  lo  stesso  qualunque  sia 
l'ordine  con  cui  si  eseguiscono.  D*onde  segue  la  possibilità  di 
invertire  a  piacimento  Tordine  di  più  derivazioni  successive  in 
numero  qualunque. 

Invero  una  permutazione  qualunque  nell'ordine  delle  de- 
rivazioni si  potrà  sempre  ottenere  dalla  data  mediante  un  nu- 
mero finito  di  scambi  fra  due  derivazioni  successive. 

Derivando  la  F^  rispetto  ad  x,  [x  volte  di  seguito,  si  ottiene  : 

2)V=  2  a  (a  —  1)  ..(a  -  a  +  1)  Cx"""^'  /  z^'.. 
Derivando,  questa  rispetto  ad  y,  v  volte  di  seguito,  si  ottiene  : 

2)^  2)''  F  = 

y      X 

-  2a(a-l).-(a-a+l)|3(|3-l)..(;3-y4-l)  Cx''-^'/^'' -^- 

Derivando  ancora  questa  p  volte  di  seguito  rispetto  a  z, 
si  ottiene: 

2)P  d'  2)'*  F  = 

s      y     w 

2 }«(«-!)  ••  (a-.a+l)  ^  (i3-l)  ••  (^-v+1) 7(7-1)  ••  (7-|9+l)  X 

Dividendo  ora  pel  prodotto  dei  fattoriali  \ii\v   \p  si  ha: 

444.  Cerchiamo  ora  la  formola  che  dà  lo  sviluppo  di 

F{x+  liyi/-^ìi,Z'\-l,") 

ordinato  secondo  le  potenze  ed  i  prodotti  degli  accrescimenti 
^,  *,/,••  dati  alle  variabili  rispettive  //,  /^,  /,  •• 
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I^  funzione  F(a-,  y,  ^,--)  è  una  somma  dì  termini  della 
forma 

con  a  4-  p  -f  7  ••  <  wi  grado  della  funzione  F. 

Sviluppando  direltamente  col  teorema  del  binomio,  si  ha: 

r  (a:  -f  /?,  y  -+-  *,  e;  -f  /, ..  ) 

V^  V,  p, .. 
dove  [X  può  variare  da  0  ad  a,  y  da  0  a  /3,  p  da  0  a  y,  •• ,  e 

fJL  4-  V  4-  p  +••<  772. 

Ma  si  può  anche  dire  che  la  sommatoria  si  estende  a  tutti 
i  valori  interi  e  positivi  dì  |ul,  y,  0,  ••  per  i  quali  si  abbia 

giacché  con  ciò  si  vengono  ad  aggiungere  dei  termini  tutti  nulli. 
Ora,  si  ha  per  Tarticolo  precedente, 


UP'D^  2/  "T 


e  quindi: 
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Sommando  tutte  le  eguaglianze  analoghe 

Li  Di  2)P  ••  r, 


relative  a  ciascun  termine  della  funzione  F,  si  ottiene 

If  2)^  dP  ..  F 

che  è  la  formola  di  Taylor  estesa  a  funzioni  intere  di  più  va- 
riabili. 

In  questa  formola  dovrà  intendersi  che  per  valori  nulli  di 
tx,  V,  p, ..  i  corrispondenti  fattoriali  |,'J^,  [v^,  \p  *•  rappresentano 

il  numero  1. 

Cosi  per  |tjL  =  v~/9=*-  =  0si  trova ,  come  è  naturale , 

F(x,  ?/,  Zy  ••)i  come  termine  indipendente  da  h,  ^,  /,  -  . 

Un  termine  di  grado  qualunque  p   rispetto  ai  medesimi 
accrescimenti  //,  /?,  /,  ••   è  della  forma 

dove  u-f  v4-p-f  ••  =P^  quindi  T  insieme  di  tutti  i   termini 
dello  stesso  grado  p  è  dato  da  : 
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Si  ha  quindi: 

m  D^  2)^  2/  ..  F 

Ma,  essendo  le  h^  ft,  /,  ••  indipendenti  dalle  x^  y,  z^  -  rispetto 

alle  quali  si  deriva,  si  può  anche  scrivere,  senza  pericolo  di 
equivoco  : 


onde,  per  la  formula  che  dà  lo  sviluppo  della  potenza  di  un 
polinomio  : 

F(x-^-h,  y  +  k,  z  +  l,  ■■)=F{x,  y,  z,  ••)  + 

Sviluppando  si  ha: 

4-r^f//*i)V-f  h^D^  F-^  ..  -h2hhD   L  F-f  -)-f 
1.2  V         »  y  ^    V  ' 

1.2.3  V  07         '  y  9     V  / 


445.  Sia  oraf(x,  y,  z,  ••)  una  funzione  intera  omogenea  di 
grado  7H  delle  variabili  a-,  y,  z,  ••  cosicché  si  avrà,  qualunque 
sia  /: 

r{Lr,  iy,  tz,  .•)  =  r  /'(jr,  y,  r,  ..)• 
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Facendo  ^  =  14-  w ,  si  ottiene  : 

f(x+  tùx^  y  4-  wy,  z  4-  cor,  ••) 
(I) 

D  primo  membro,  sviluppato  secondo  la  formola  di  Tay- 
lci%  dà: 

r  4-  w  {xB^  4-  y2)„  -h  ;rZ).  4-  ••)  /" 

1"  •  •  •      , 

e  le  sviluppo  del  binomio  dà: 

,.  ni  (in  —  1) 

(1 4-  w)  r= r^  nir^  +      ^  ^ — ^  ^^*  "♦■  - 

Di  qui  segue,  eguagliando  i  coefficienti  delle   eguali  po- 
tenze di  M  nella  (i): 

(2)  xD/  4-  !/D/  4-  ZD/  4-  •  •  ^  7nA 

(3)  {xDJ  +  t/D/  4-  zD/ -h-'f^vi (m  -  1)  /; 


La  prima  relazione  (2),  che  è  la  più  interessante,  dimo- 
stra il  teorema: 

La  somma  delle  derivate  parziali  di  una  funzione  in- 
ferma omogenea,  moltiplicate  rispettivamente  per  la  variabile 
corrispondente^  è  eguale  alla  funzione  moltiplicata  pel  suo 
grado. 

446.  Lo  sviluppo  di  Taylor  mette  in  evidenza  la  così  detta 
continuità  delle  funzioni  intere  di  una  0  più  variabili,  la  quale 
censiste  in  ciò  che  : 

5^  f  (x,  y,  r,  ••)  è  una  funzione  razionale  intera  di 
3C.  y,  z,  •• ,  dato  un  numero  positivo  $  diverso  da  zero  ma 
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arbitrariamente  piccolo,  si  possono  sempre  determinare^  i»cr 
ogni  dato  sistema  di  valori  delle  variabili  x,  y,  z,  ••  ,  dei 
numeri  positivi  r,,  r,,  Fj,  ••  tali  che,  per  tutti  i  valori  de- 
gl'incrementi h,  k,  1,  -  i  cui  7noduli  non  superano  rispetti- 
vamente Fi,  r,,  Fj,  ••  ,  5/  abbia: 

mcd  I  r(x  +  ^,  ^  +  /fc,  ^  +  /,  ••)  —  AC'',  y,  -»••)}  <  ^A 
Infatti,  per  la  formola  dì  Taylor,  si  ha  : 

dove  le  A  dipendono  dalle  sole  a-,  y,  ;r,  ••  ,  e  |ui-fv+o+">0. 
Indicando  con  ^l  il  massimo  fra  i  moduli  delle  A„^      si  avrà: 

modJ/-Cr4-^  y-hh,'')  —  r(r,  y,  ..)( 
^AZ  (mod  A)**  (mod  /t)^  (mod  /)?... 

Cominciando  a  supporre  che  mod  h  sia  minore  di  1,  e 
COSI  mod  /{,  mod  /,  ••  ,  ogni  termine 

(mod  h)^  (mod  k^  (mod  if  -. 

sarà  minore  di 

mod  h  -h  mod  k  4-  mod  l  -\-  - . 

Infatti,  poiché  /Ji  4-  v  +  /5  4-  ••  >  0,  almeno  uno  dei  nu- 
meri ^u,  V,  /5,  ••  sarà  diverso  da  zero.  Allora,  se  sia  p.  es.  u  >  0, 
dalla  diseguaglianza 

mod  h  <,1 
segue  a  fortiori 

(mod  h)^  <  mod^, 
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e  dal  pari  a  fortiori 

(mod  ì\f  (mod  hf  (mod  if  ••  < 
mod  h  -f  mod  /t  4-  mod  /  -f  ••  . 

Se  dunque  iV  è  il  numero  dei  termini  contenuti  sotto  la 
sommatoria,  si  avrà 

mod  j /(a;  4-  /?,  y  4-  ^,  ••)  —  fip^^V  ")  \ 
<  NA  1  mod  /2  4-  mod  ^  4-  ••  [  • 

Ora,  volendo  che  il  primo  membro  riesca  minore  di  e?,  ba- 
sterà prendere  per  /?,  /?,  ^  ••  dei  valori  tali  da  avere  : 

NA  \  mod  h  4-  mod  K  4-  mod  ^4-  ••  f  <  (?  ; 
quindi,  se  vi  sono  j)  variabili,  basta  prendere  : 


=  pNA  '  =pNA    " 

Con  ciò  resta  dimostrato  il  teorema. 

Di  qui  si  vede  ancora  che  a  variazioni  r, ,  /^ ,  ••  piccolis- 
sime  e  tendenti   a   zero  dei  moduli  delle  variabili,  corrispon- 
dono pure  variazioni  piccolissime  e   tendenti   a  zero  del  mo- 
*  dulo  della  funzione. 

447.  In  generale,  sia  f(xy  y,  z,  ••)  una  funzione  qualunque 
di  più  variabili  a?,  y,  ^,  ••  determinata  per  un  dato  caìnpo  di 
valori  delle  variabili  rr,  y,  z,  ••  .  Qui  colla  parola  campo  inten- 
deremo un  complesso  qualsivoglia,  purché  ben  determinato,  di 
infiniti  valori  di  a-,  j/,  z,... 

Sia 

un  sistema  speciale  di  valori  delle  variabili  pel  quale  è  dato  il 
valore  f(a^  à,  e,  ••)  della  funzione.  Si  supponga  inoltre  che  la 
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funzione  sia  data  nell'intorno  del  sistema  a,  6,  e,  •• ,  cioè  che 
sia  anche  determinato  il  valore  di  /'(a?  -|-  /?,  ?/  -h  /?,  ^  4-  /,  ")i 
per  valori  abbastanza  piccoli,  del  resto  arbitrari,  dei  moduli 
degli  incrementi  /?,  A,  /,  ••  .  Allora  la  funzione  f(x,  y,  z,  ••  )  si 
dice  continua  per  x^=a,  y  =^b^  z  ^=  c^  ••  ,  se,  per  ogni  nu- 
mero positivo  d  diverso  da  zero  ma  arbitrariamente  piccolo,  si 
possono  determinare  dei  numeri  positivi  7\ ,  r, ,  Tj  ,  ••  tali  che 
per  tutti  i  valori  degli  incrementi  ^,  ft,  /,  ••  i  cui  moduli  non 
superino  rispettivamente  r^,  r,,  rg,  ••  ,  si  abbia: 

mcd  t  r(a  -f  ^  &  -h  /^,  e  -f  /,  ••  )  —  /"(a,  &,  e,  .-)  j  <  o\ 

Le  funzioni  razionali  intere  di  più  variabili  offrono  dun- 
que l'esempio  più  semplice  di  funzioni  che  sono  continue  per 
ogni  speciale  sistema  di  valori  finiti  delle  variabili  che  si  con- 
siderano. 
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5  8.  —  Teoremi  sulla  continuità  delle  funzioni  intere  di 
una  variabile.  —  Estensione  del  concetto  di  derivata.^ 
Teoremi  sulla  derivazione. 

448.  Se  f (x)  è  una  funzione  razionale  infera  di  x  clivi' 
staile  per  la  variàbile  x,  per  avere 

mod  f{x)<z 

dove  B  è  un  numero  positivo  che  può  fissarsi  piccolo  ad  arbi- 
trio purché  non  nullo,  basta  p7^endere 


mcd  X  <^  — 


a  4-  = 


dove  a  è  il  massimo  fra  i  moduli  dei  coefficienti  di  f  (x). 
Infatti  la  funzione  data 

divisibile  per  x^  si  scriva  sotto  la  forma 

a^x        -h  a^x        +--+-^„_i)- 

Indicando  con  a  il  massimo  fra  i   moduli  dei   coefficienti 
flr  ,  a^,  -j^^^j,  si  ha  per  un  valore  di  x  di  modulo  p  : 

modf(x)^ap{l'hp-hp^'h.+  p'''l 

poiché  il  modulo  di  una  somma  non  può  superare  la  somma 
dei  moduli  degli  addendi.  Ciò  può  anche  scriversi  : 


mod 


l-o"" 


/•(^)£a^_.. 
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Suppcnendo  p  <l ,  e  quindi  /5*  <  1 ,  si  avrà  a  forfion'  : 
(I)  mcd /'(j?)  <  —  *— . 

Ora,  dato  un  numero  positivo  s,  sarà  sempre  possìbile  pren- 
dere il  modulo  p  di  j?  in  modo  da  avere  : 

mod  r(x)  <  £. 

A  tal  fine  basterà,  in  virtù  della  (i),  prendere  per  p  dei  valori 
tali  da  avere  : 


ao 

I 


5^£,     cioè.o^ 


1  —  /9  =  *  =a'hz 


Dunque,  per  tutti  i  valori  di  x  aventi  per  modulo  dei  numeri 

compresi  fra  0  ed ,  il  modulo   di  f(x)  riuscirà  sempre 

minore  del  numero  positivo  g,  che  potrà  anche  prendersi  ar- 
bitrariamente piccolo. 

449.  Sia  ora  F  (x)  una  funzione  intera  qualsivoglia  di  .r.  Per 
la  formcla  di  Taylor  si  ha,  per  qualsiasi  valore  di  a?  e  di  ^  : 

Il  secondo  membro,  riguardato  come  funzione  di  h,  è  di- 
visibile per  If.  Quindi,  per  il  teorema  dell*  articolo  precedente, 
se  (?  è  un  numero  positivo,  diverso  da  zero,  che  può  fissarsi 
piccolo  ad  arbitrio,  per  avere: 

mod  \  F (x  -h  h)  —  F (x)  \  <i , 
basterà  prendere 

mod  Ji'p r 
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deve  A  sia  il  massimo  fra  i  moduli  delle 

Per  tal  modo  viene  inoltre  dimostrata  la  cosi  detta  con- 
tinuifà  delle  funzioni  razionali  intere  di  una  variabile  (cfr.  pa- 
ragrafo precedente)  cioè  che  : 

Se  F(x)  è  una  funzione  intera  di  x,  dato  un  numero 
positivo  $  diverso  da  zero  ma  arbitrariamente  piccolo,  si  può 

sempre  determinare,  per  ogni  dato  valore  di  x,  un  numero 
positivo  T  tale  che,  per  tutti  i  valori  di  h  i  cui  moduli  non 
superino  r,  si  abbia  : 

mod  j  F(cc  -h  h)  —  F(x)  (  <  d. 

450.  Dal  teorema  dell'art  448  dedurremo  ora  altri  corollari 
importanti. 

CoROLL.  I.  Si  abbia  una  funzione  intera  a  coefficienti  reali. 
Per  dei  valori  reali  di  x  compresi  fra  certi  limiti  la  funzione 
ha  costantemente  il  segno  del  termine  di  minor  grado. 

Sia  invero  : 

f{x)  =  aQX  -\-a^x        -f.+  a^a? 

una  funzione  intera  a  coefficienti  reali,  con  s  =  n  se  la  funzione 
ha  un  termine  costante-  Si  scriva  sotto  la  forma  : 


X 


=  a^x*    '\l+f(a;)[. 


Sia  a  il  maggiore  in  valore  assoluto  dei  coefficienti 


«0      «1  «,-i 


•  « 


a'    a  '      '     a     ' 
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ed  e  un  numero  positivo  minore  di  1.  Se  si  ponga 


s 


pel  teorema  dimostrato  all'art.  448^  la  funzione  ^  (x)  prenderà  in 
valore  compreso  fra  —  e  e  -fé  per  tutti  i  valori  reali  di  x  ccin- 
presi  fra  —  r^  e  -h  r^  .  Dunque,  per  tutti  i  valori  di  a?  compresi 

fra  questi  limiti,  1  4-  9  (a?)  avrà  evidentemente  un  valore  po- 
sitivo ,   epperò   il    segno    di    f  (x)    sarà   dato    dal   segnc   di 

a^  a?  ~    che  è  appunto  il  termine  di  minor  grado  nella  funzicnc 

proposta. 

E  se  la  funzione  data  ha  un  termine  costante,  essa  ccn- 
serverà  sempre  il  segno  di  tale  costante  per  tutti  i  valori  reali 
di  o:  sufficientemente  piccoli  in  valore  assoluto. 

451,  CoROLL.  IL  Si  abbia,  come   nel   corollario   precedente, 
una  funzione  intera  a  coefficienti  reali: 

f{x)  —  a^  jj" 4.  a^  ^**" ^4 h a^_ ^  a?  4- a„. 

Per  tutti  i  valori  reali  di  x  sufficientemente  grandi  in  va- 
lore assoluto,  la  funzione  ha  costantemente  il  segno  del  termine 
di  maggior  grado. 

Infatti,  posto  f{x)  sotto  la  forma 


/•(.r)  =  a„a?Ml4- 


e  pesto  —  =  - ,  si  potrà  scrivere  : 

/•(x)  =  a„  a;"  j  1  + 9  (5)  j 

dove 


«1 

"i 

—  X» 

+ 

«0 

«0 

a 

n    n 
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Sia  a  il  maggiore  in  valore  assoluto  dei  coefficienti 


a.      a^  a 

12  n 

«0      «0  ^0 


e  un  numero  positivo  minore  di  1 ,  e  si  ponga  : 

_£__       _  J^ 

Pel  teorema  deir  art.  448  la  funzione  9  (^)   prende  un  valore 

compreso  fra  —  e  e  -f-  e  per  tutti  i  valori  di  z  =  —  il  cui  valore 

assoluto  non  supera  r^ ,  0 ,  che  è  lo  stesso,  per  tutti  i  valori  di 

x  non  inferiori  ad  R^  in  valore  assoluto,  onde  per  tali  valori  di 

00  il   numero  1  4-  9  (^)  sarà  evidentemente   positivo.   Dunque 
per  tutti  i  valori  reali  di  x  il  cui  valore  assoluto  non  è  inferiore  ad 

il  segno  di 

/"(^)=«o^"|i+?(è)! 

coinciderà  col  segno  del  fattore  a^  a:**,  che  è  appunto  il  termine 
di  maggior  grado  di  f(x). 

452.  Sia  data  una  funzione  intera  f  (x),  ed  un  numero 
positivo  E,  che  potrà  anche  py^endersi  grande  quanto  si  vuole. 
Si  può  sempre  deterìninare  un  numero  positivo  R  tale  da 
avere  : 

mcd  f{x)>  E 

jìer  ogni  valore  di  x  il  cui  modulo  non  è  inferiore  ad  R. 
Sia  data  infatti  la  funzione  intera 

f{x)  —  a^x    -f  a^x        -h  •  -h  a^x 

a  coefficienti  qualunque,  con  5  =  n  se  la  funzione  ha  un  ter- 

G.  GarbJerl  e  A.  Capelli  -  AnaUti  algtbrica.  82 
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mine  costante.  Siano  r  e  5  il  modulo  e  l'argomento  di  a-,  /   ed  7.^ 
il  modulo  e  Targomento  di  a^,  cioè  sia: 

x^^r  (cos  5  -f  /  sin  5),     a  =  /  (ccs  a  -+-  ?  sin  a  \ 

Sostituendo  ciò  in  /  {x)  e  separando  la  parte  reale  dalla 
parte  imaginaria  si  ha: 

r{x)  =  P^iQ 

dove: 

p=  z^?'»  cos  (n'i  4-  «q)  +  ^i^'**" ^  CCS  [(n  —  1)  5  +  aj]+  •• 

-f  Ir""^  cos  [(n  —  ^)  5  +  aj  , 
0  =  /^r*  sin  ^n 5  +  (Zq)  -f  ^i^*"" *  sin  [(n  —  1)  5  4-  a J  +  •• 

4-  ^^'^^^  sin  j^(n  —  s)  5+  aj. 

Il  quadrato  del  modulo  di  f{x)  può  essere  messo  >cttc 
la  forma  : 

/*  4-  Q*  1=  [P  cos  (w!j  4-  a^)  +  Q  sin  (nS  4-  a^]]* 
^  XP  sin  (nS  4-  a^)  —  0  cos  (n5  4-  a^)  1*. 

Se  si  pone: 

V  =  P  cos  (ne  4-  «q)  4-  Q  sin  (nj  4-  a^, 

=  /Qr*4-  /jt"""^  cos(5  +  aQ  — aj)  4- .  4-  ;^r'*"'*cos/'554ap-a/i 

si  avrà  per  tutti  i  valori  di  r  e  di  5  : 

mod*  r{x)>  r'. 

Dunque,  dato  un  numero  positivo  E^  se  si  potrà  rendere 
F  >  J^  si  avrà  a  foriiori 

mod  f{x)  >  E. 
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Suppcnendo  intanto  r  >  1 ,  sarà  pure 

r  1 


r  — 1""     _2_ 

r 


>1. 


Quindi,  se  è  possibile  avere 


n 

r 
V>  £ 


ovvero 

n 

r  —  1 

si   avrà  anche  a  fortiori  V>  E,  e  quindi  mod  f  (x)  >  E. 
Si  indichi  con  l  il  più  grande  fra  i  moduli 

si  avrà 


F— ^-1-— = ^ —. + 

r  —  1  r  —  1 

+  r**""^   ^  +  l^  cos  (9  +  «Q  —  «i)  I  +  ••  + 

+  r"^'  U+  l^cos  (sQ  +  Uq—  aj  | , 

poiché  r  espressione 

/r"  —  (  1  + r  4.  r' -f  .  +  r— '  )  - /r— ^^ 


che  si  è  aggiunta  a 


r 
V—E 


r  — 1 
è  identicamente  nulla. 
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Considerando    j  V ;  sotto  quest*  ultima  forma,  si 

vede   che  esso  avrà  un  valore  positivo  per  tutti  i  valori  di  r 
tali  da  avere 

'0        *o  — 

cioè 

L-^  l-h  E 


r 


poiché  tutti  gli  altri  termini  non  possono  mai  essere  negativi. 
Dunque  per  tutti  i  valori  di  a:  aventi  per  moduli  dei  numeri 
non  inferiori  ad  i?,  il  modulo  di  f(x)  diverrà  sempre  maggiore 
del  numero  dato  positivo  E,  il  quale  potrà  anche  prendersi  arbi- 
trariamente grande. 

453.  Supponiamo  sia  stata  determinata  una  certa  funzione 
f(x)  per  tutti  i  valori  di  x  compresi  in  un  dato  ca^npo  C,  Anche 
qui  colla  parola  campo  intenderemo  un  complesso  qualsivoglia, 
purché  ben  determinato,  di  infiniti  valori  di  x.  Gli  esempi  più  ovxìì 
consistono  nel  prendere  p.  es.  tutti  i  valori  reali  di  x  compresi 
fra  due  numeri  reali  a  e  ò^  nel  qual  caso  converrà  dichiarare, 
per  ciascun  dei  valori  estremi  a  e  ò,  so  esso  voglia  intendersi, 
0  no,  come  compreso  nel  campo  che  si  considera.  Ovvero,  ima- 
ginando  ì  valori  reali  e  complessi  di  x  rappresentati  nel  noto 
modo  per  mezzo  dei  punti  di  un  piano,  si  potrà  definire  il 
campo  C  come  il  complesso  di  tutti  i  valori  di  x  rappresentati 
dai  punti  del  piano  che  cadono  neir  interno  di  un'area  limitata 
da  un  contorno  chiuso  e,  p.  es.  Tarea  di  un  cerchio  avente  un 
dato  centro  ad  un  dato  raggio;  e  in  tal  caso  converrà  dichia- 
rare accuratamente  se  e  quali  fra  i  punti  del  contorno  vogliano 
intendersi  come  compresi  nel  campo. 

Un  esempio  meno  semplice  sì  avrebbe  definendo  il  cam- 
po C  come   il  complesso  di  tutti  i  numeri  razionali  compresi 

fra  —  |/  2  e  -f  |/  2  ,  ovvero  come  V  insieme  di  tutti  i  numeri 
complessi  a-^  ài  che  si  ottengono  prendendo  per  a  tutti  i  nu- 
meri razionali  compresi  tra  —  J/  2  e  •+•  y'i  e  per  b  tutti 
quelli  compresi  fra  —  J/  3    e  +  p/T. 
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Ciò  premesso,  si  consideri  un  valore  fisso  a,  appartenente 
o  no  al  campo  C,  tale  che  esistano  sempre  nel  campo  C  dei 
numeri  i  quali,  senza  coincidere  con  a,  possano  però  farsi  dif- 
ferire da  a  di  tanto  poco  quanto  si  vuole. 

Ciò  equivale  ad  ammettere  (Gap.  I,  5  '^  Cap.  n,  5  5)  la 
esistenza  di  una  0  più  successioni  indefinite  di  numeri  di- 
versi da  a  : 


<^i^  flf»  ^3 


tutti  appartenenti  al  campo  C,  tale  da  aversi 


lim  a   ^=  a. 

n 

«  =00 


Allora,  se  esiste  un  numero  fisso  A  tale  che  per  ognuna 
di  siffatte  successioni  indefinite  si  abbia 

lim  r{a^)  =  A, 

n  =r  00 

si  dice  che  la  funzione  f{.r)  ha  per  limite  il  valore  A  quando 
la  variabile  .r  si  avvicina  indefinitamente  entro  il  cwinpo  dato  C 
al  valore  speciale  a. 

Tutto  ciò  può  riassumersi  nella  definizione  seguente.  Se 
una  funzione  f  (x)  è  determinata  per  tutti  i  valori  di  x 
compresi  in  un  dato  campo  C,  e  se  un  certo  valore  a  è  ar- 
vicinàbile  indefinitamente  con  valori  di  x  appartenenti  a  C 
e  diversi  da  a,  si  dice  che  la  funzione  f  (x)  ha  per  limite 
entro  il  campo  C  un  certo  valore  fisso  A  quando,  per  ogni 
numero  positivo  $  piccolo  quanto  si  vuole  purché  non  nullo, 
si  possa  soddisfare  alla  diseguaglianza 

moà{f{x)^A)  <  $ 

per  tutti  quei  valore  di  x  appartenenti  a  C  tali  che  mod  (x— a) 
sia  inferiore  ad  un  numero  positivo  g,  da  detenninarsi  op- 
portunamente per  ogni  singolo  valore  di  S. 
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454.  Alcune  volte  si  dice  semplicemente  che  una  certa  fun- 
zione f(x)  tende  ad  un  certo  valore  A,  per  a;  =  a,  e  •si  scrive 

lim  f(x)  =  A 

senza  definire  il  campo  entro  cui  deve  variare  .r  per  a\TÌci- 
narsi  indefinitamente  ad  a.  Ciò  può  accadere  quando  la  fun- 
zione f{x)  sia  determinata  in  tutto  V intorno  (reale  0  complesso) 
del  valore  a?  =  flr,  e  in  tal  caso  si  deve  sottintendere,  quando 
non  venga  espressamente  detto  nulla  in  contrario,  che  il  cam- 
po C  può  abbracciare  tutti  i  punti  del  contorno  (reale  0  com- 
plesso a  seconda  della  natura  della  questione)  del  valore  a. 

In  alcuni  casi  però,  quand'  anche  la  funzione  f{x)  sia  deter- 
minata in  tutto  r  intorno  del  valore  a.  è  indispensabile,  a  scanso 
di  equivoco,  dì  aggiùngere  alla  scrittura 

lim  f  {x)  =  A 

la  dichiarazione  del  modo  con  cui  si  permette  alla  variabile  x 
di  avvicinarsi  indefinitamente  ad  a.  Ciò  sarà  p.  es.  indispensa- 
bile quando  la  funzione  x  sia  data  per  tutti  i  valori  di  x  che 
si  trovano  nell'  intorno  di  un  certo  valore  reale  a?  =  a,  ma  ac- 
cada che  /'(x)  tenda  a  due  limiti  differenti  A  q  B  secondcchè 
la  variabile  a:,  che  si  deve  fare  avvicinare  indefinitamante  ad  a, 
percorra  soltanto  valori  maggiori  di  <?,  ovvero  soltanto  valori 
minori  di  a.  Per  un  siffatto  caso,  l'esistenza  dei  due  limiti  di- 
stinti A  G  B  sì  suole  spesso  esprimere  scrivendo: 

r(a  'i'0)  =  Ay       f(a^O)  =  B. 

Così,  se  f  (x)  è  una  funzione  la  quale  per  a?  =  -^  ha  il 

valore  —,  per  a?  <  -^  ha  il  valore  sin  x  e  per  a?  >  -^  ha  il  va- 
lore cosa:,  si  avrà: 
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455.  Tali  distinzicni  seno  però  superflue  quando  la  fun- 
zione f(x)  sia  data  in  tutto  T  intorno  del  valore  a  e  sia  continua 
per  ixr  =  a.  In  tal  caso  si  ha  sempre,  come  conseguenza  im- 
mediata della  definizione  stessa  di  continuità, 

lim  f{x)  =  f{a). 

xzza 

Ciò  ha  luogo  in  particolare  per  le  funzioni  intere  di  a*,  che  si  è 
dimostrato  essere  continue  per  ogni  valore  speciale  a?  =  a.  Dun- 
que (art.  449)  : 

Se  f  (x)  è  una  funzione  intera  di  x,  si  ha  per  ogni  va- 
lore speciale  x  =  a  : 

f{a)^\imf{x). 


x^za 


qualunque  sia  il  modo  secondo  cui  la  variabile  x  si  faccia 
avvicinare  indefiniiivamente  ad  a. 

456.  Si  consideri  una  funzione  intera   qualunque  della  va- 
riabile X 

f{x)  =  «Q  a;**  -f-  a^  x""^    H h  a^_^  x  +  a^. 

Pel  teorema  di  Taylor  si  ha: 

onde,  se,  mantenendo  costante  la  a?,  si  considera  la  h  come 
una  variabile  che  può  assumere  valori  arbitrari  diversi  da  zero, 
e  si  pone: 

si  deduce: 


h 


=  (f(h). 


5o4  VI  -  §  8,  art.  456-457. 


Ma  pel  teorema  deirarticclo  precedente  si   ha,  essendo  0  (//) 
una  funzione  intera  di  h: 


cioè  per  la  (i): 


lim  o{h)^o  (0), 

A  -0 


Hm  ?  (A)  = /"  (x). 

A=:0 


Si  ha  dunque  altresì  : 

A=0  h 

cioè  : 

La  derivata  di  una  ftmzioìie  razionale  intera  è  il  li- 
mite del  rapporto  delC incremento  della  funzione  al  corri- 
spondente in'ireniento  della  variàbile^  quando  quest'ultimo 
iìicreìnento  si  faccia  tendere  indefinitamente  verso  lo  zero, 

457.  Questa  proprietà  delle  derivate  delle  funzioni  intere  si 
assume  come  definizione  di  derivata  per  le  funzioni  delle  altre 
specie,  e  precisamente  si  stabilisce  quanto  segue. 

Sia  f{x)  una  funzione  qualunque  di  x.  Se  per  un  date 
valore  di  .r  il  rapporto 

f{x-^h)  ~f{x) 
h 

tende  verso  un  limite  finito  e  determinato  col  tendere  di  /?  a 
zero,  quel  limite  si  chiama  derivata  della  funzione  /*(x)  per 
quel  valore  dato  di  a\  \'ariando  x^  varia  in  generale  anche 
il  valore  di  tale  limite,  cioè  la  derivata  di  una  funzione  di  .r  ò 
pure  una  funzione  di  x. 

Se  f{x)  sia  dato  0  si  veglia  considerare  soltanto  per  va- 
lori reali  di  a%  non  si  considerano  che  valori  reali  dell*  incre- 
mento ^,  ed  allora  si  dice  che  f{x)  ammette  una  derivata  f*{x) 
per  un  dato  valore  di  x  quando  si  abbia 

lim  rS^±3^1M  =  r  (0.) 

per  ì  valori  reali,  positivi  e  negativi,  di  //. 


\'I  -  5  8,  art.  457-458.  5o5 

Quando  il  rapporto  sopra  considerato  diventa  infinitamente 
grande  col  tendere  di  h  =  0^  si  suol  dire  che  f  (x)  amnnette, 
per  quel  dato  valore  di  x  che  si  considera,  una  derivata  infi- 
nita. Negli  altri  casi  convien  dire  che  la  derivata  di  /"(.<•)  nel 
punte  che  si  considera  0  non  esiste  0  è  indeterminata. 

Noi  non  vogliamo  qui  estenderci  in  più  minute  conside- 
razioni sul  concetto  e  suir  esistenza  della  derivata  di  una  fun- 
zione in  generale,  il  che  ci  farebbe  travalicare  nel  dominio  del- 
l'Analisi  superiore.   Solamente  notiamo,  pel  caso  di  funzioni  a 

variabili  reali,  che  il  limite  di  — j — \  per  /?  =  0,  può 

alle  volte  esistere  per  ?i  tendente  a  zero  per  soli  valori  positivi, 
ma  non  per  valori  negativi,  ed  inversamente;  ovvero  esso  può 
esistere  in  entrambi  i  casi  ma  avere  due  valori  differenti.  Allora 
sì  suol  dire  che  la  derivata  della  funzione  f(x)  esiste  solo  a 
destila  ovvero  a  sinistra  del  punto  x  che  si  considera,  ovvero 
che  esistono  due  derivate  differenti  una  a  destra  e  Y  altra  a 
sinistra. 

458,  È  importante   di   notare  che  se  una  -funzione  f{x)  è 
data  neir  intorno   (reale  0  complesso)  di  un  dato   valore  x  ed 
ammette  per  questo  valore  una  derivata  finita  e  determinata, 
essa  sarà  ivi  necessariamente  continua. 
Infatti  dair  eguaglianza  : 


si  deduce 


A=o  h 


f{x-\'ìi)  —  fix)  _  .  , 
j^ _/-(a;)4.6^ 


dove  $^  è  un  numero  il  cui  modulo  potrà  rendersi  piccolo  quanto 
si  vuole  per  valori  abbastanza  piccoli  del  modulo  di  h^  e  quindi 

fix  +  ^)  -  fix)  =  h  r{x)  4.  h  d^\ 

onde  si  vede  che  il  modulo  della  differenza  f{x'\-h)  —  f  {x) 
sarà  più  piccolo  di  ogni  numero  fissato  ad  arbitrio  per  tutti  i 
valori  abbastanza  piccoli  del  modulo  di  //.  Ciò  esprime  appunto 
la  continuità  di  f{x)  pel  valore  speciale  di  x  che  si  considera. 


5oò  VI  -  5  8,  art.  459-400. 


4.>P.  Se  si  prende  /"(r)  =  sin  x,  si  avrà: 

f(x  -h  A)  —  f(x) sin  (x-h  h)-^  sin  x 

h  ~  h 

CCS  Ti  —  1  sin  h 

--  sin  X 7 h  CCS  X  — r — . 


Ora  si  ha 


,.     sm  h 
lim  — — -  =  1 


Quindi 


COSA  — 1           ,.        .    1  ,  sin4-*     ^ 
lim 7 =  —  lini   sin  -:r-  /*  — i =  0. 

2  '• 


hm  -^^ ^ ^—  =  CCS  a; 


In  mcdo  analcgo  si  dimcstrerebbe  che 


,.       CCS  (x+  h)^  CCS  (x) 

lim  — ^^ i ^— ^  =  — sm^. 


Per  le  due  funzioni,  per  ora  a  variabili  reali,  sin  x  e  ccs  x  si 
ha  dunque  : 

sin'  X  3^  CCS  X ,        cos'  x  =  —  sin  x. 

1  tecrenìi  che  seguono  sulle  derivate  valgono  non  scic 
per  le  funzioni  razionali  intere,  ma  per  tutte  le  funzioni  che 
ammettono  derivata,  perchè  nelle  dimostrazioni  riguarderemo 
sempre  le  derivate  come  limiti  dei  rapporti  incrementali  delle 
funzioni  e  delle  variabili. 

460.  La  somma  di  due  0  più  funzioni  ha  pa*  derivata 
la  somma  delle  derivate  delle  singole  funzioni. 

Siano  infatti  /"(a-)  e  <p  {x)  due  funzioni  che  ammettono  la 
derivata. 


VI  -  S  8,  art.  460-461.  507 

Poiché: 

}  /-(g;  -f  7^)  -f  y  (j;  +  /Q  !  -  }  rjr)  -f  ?  (x)  {  ^ 

h 

"  li  "*■  h  ' 

si  deduce,  passando  al  limite  per  /i  =  0, 

cioè  appunto 

La  dimostrazione  si   estende  evidentemente  al  caso  di  tre  0 
più  funzioni  in  numero  finito. 

461,  La  derivata  del  prodotto  di  due  funzioìii  è  eguale^ 
alla  derivata  dell'una  funzione  moltiplicata  per  l'altra,  più 
la  derivata  di  questa  moltiplicata  per  la  pri7na. 

Siano  infatti,  come  sopra,  f  (x)  e  y  (x)  due  funzioni   che 
ammettono  la  derivata.  Poiché  si  ha  identicamente  : 

f(x-hh)-nx) 
+  ?  (^) j^ 9 

si  deduce,  passando  al  limite  per  h  =  0^ 

ossia  appunto  : 

^„  \r(oo)(p  (x)  l  =  f(oo)  y' (x)  4-  y  (00)  r  (^) , 


5oS  VI  -  S  8,  art.  461-4Ò2. 

il  che  si  può  anche  scrivere: 

i)l/-(a.),(a;):=/-(a^)r(^);C^-.|:g);. 

462.  In  generale  si  ha  la  formola: 

\  ^i      ^2      ^'3      ^4        I 

^^         x\  'l'i'zU     »       '\  '2'z'a      I  f        f         f        f  \ 

f  '1       '%       'z       U         ' 

deve  /;,  /;,  •  seno  funzioni  di  una  sola  variabile  jr.  che  ammet- 
tene  per  derivate  rispettive  le  funzioni  /"j,  /'',,-  ;  cioè: 

La  derivata  di  \m  prodotto  è  eguale  alla  somma  dei 
jrrod.oiii  ottenuti  moltiplicando  successivamente  la  dei^vata 
di  ciascun  fattore  pel  prodotto  di  tutti  gli  aitici. 

Infatti,  sia  f^^  /j'  "  '  /j, — i  '  /i»  ^  funzioni  di  x  aventi  per  de- 
rivate rispettive  T^,  /"a,-,  T.^p /*«•  Pesto 

si  ha,  per  l'articolo  precedente, 

(2)       D\ff^\=rf,  +  fr„. 

Ma  ammesso  che  si  abbia 
la  (2)  diviene: 

+  /;/'2"/;-i/"-- 

Dunque  se  la  formola  (i)  si  verifica  per  n  —  1  funzicni, 
si  verifica  pure  per  n  funzioni  ;  ma  essa    è    stata   dimostrata 


VI  -  5  8»  art.  462-463.  509 


per  il  caso  di  due  funzioni,  onde  essa  sarà  vera  altresì  per  tre 
funzioni,  per  quattro  funzioni,  ecc.,  quindi  la  formola  (i)  è  ge- 
nerale. 

11  caso  di  m  funzioni  tutte  eguali  ci  dà  in  particolare  la 
formola  : 

463.  La  derivata  di  un  quoziente  di  due  funzioni  si  ot- 
tiene moltiplicando  il  denominatore  per  la  derivata  del  mi' 
meratorey  poi  il  numeratore  per  la  derivata  del  denomina- 
tore, e  dividendo  la  differenza  di  questi  prodotti  pel  qtm- 
drato  del  denomi7iatore. 

Infatti  si  ha  identicamente  : 

9  (a?  -f  h)       (f  (x) 

?  (co)  1  n^  +  h)—f{a^  \  -  f{x)  I  y  (^-  4-  h)  -^{x)\ 

(f  {x)  (f  (x  -h  h) 

e  quindi  anche  : 

9  (x  -f  h)       9  (x)  ^ 
Ti  ~ 

9  (,)  r(2i±h)^n^  _  r  (.)  ?>  +  ^o-?(-v) 

9  (^)  9  (x  -f  /i) 
Passando  al  limite  per  h  =  0^  si  ottiene  : 


\  f(x) ì ^  (?(^)r(^)-n^)9'(^) 

(0{x)\  [9  {x)f 


e  in  questa  formola  sta  scritto   appunto  il  teorema  enunciato 
sopra. 


5io  VI  -  5  8,  art.  464. 

464.  Sia  u  una  funzione  f(i/)  di  una  variabile  ?/,  ed  y  una 
funzione  y  (x)  della  variabile  x.  La  funzione  w  si   può  anche 
riguardare  come  una  funzione  determinata  di  a?  che  si  può  ot- 
tenere sostituendo  in  f(i/)  il  valore  (f  (x)  di  y. 
Con  ciò  si  ha: 

che  sarà  una  certa  funzione  F  (x)  di  x.  Espressa  in  tal  mede 
la  funzione  u  si  dice  funzione  di  funzione  di  x. 

Se  le  due  funzioni  /"(y)  e  y  /x)  ammettono  derivata,  per  otte- 
nere la  derivata  di  u  riguardata  come  funzione  di  x  basterebbe 
eseguire  la  sostituzione  indicata  e  derivare  poi  la  funzione  F  {x) 
ottenuta.  Ma  si  può  evitare  una  tale  sostituzione  servendosi  dei 
seguente  teorema. 

La  derivata  di  una  funzione  di  funzione  è  eguale  al 
prodotto  delle  derivate  delle  funzioni  semplici  che  la  compon- 
gono,  prese,  ciascuna,  rispetto  alla  variabile  da  cui  la  fan- 
zione  dipende  immediatamente. 

Infatti,  sia 

e  si  ponga  : 

f{tf{x))  =  F{x\ 

Dando  ad  x  un  accrescimento  ^,  la  ^  (a?)  prende  un  ac- 
crescimento 

9  (a?  -f  /O  ~  ?  (^) 

che  indicheremo  con  /?,  quindi  u  prende  un  accrescimento 

f(y^k)-f  (y)  =  F  (o?  -f  ^)  -  F  (x), 

e  si  ha  identicamente  : 

F(x-hh)  —  F(x)  ^  fjy^ìì)  -fi!/)  ^ 
n  k  h   ' 


^^  -  S  8,  art.  464.  5ii 

ed  anche: 

r  (x+  h)  —  F  (x)  ^r(j/  -h  k)  ^  r(i/)       rp(x-h?i)-rf  (.r)  ^ 
7i  h  ^  h 

Passando  al  limite  per  /i  =  0,  si  ottiene  appunto  : 

L  u^=  L  u  D  y. 

X  y         x'  ^ 

poiché  col  tendere  di  li  a  zero  anche  U  tende  a  zero. 

Tale  regola  di  derivazione  di  funzioni  di  funzioni  si  può 
generalizzare  estendendola  a  funzioni  che  dipendono  dalla  va- 
riabile X  per  mezzo  di  più  funzioni  intermedie. 

Cosi  per 

w  =  /"(-),   ^  =  ?(y)»   y  —  ^{x) 

si  ha  , 

Du  =  D^  f{z)  .  Dy  9  {y)  .  D^  ^  {x)  =  Du  .  D^z .  D^y, 

e  così  via  per  un  numero  qualunque  di  funzioni. 
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